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SDR LE MOUVEMENT 



DES PROJECTILES DANS L'AIR, 



En ayant égard à la rotation de la Terre. 



LU A L'ACADÉMIE DES SCIENCES, LE 14 NOVEMBRE 1887. 



Dans ce Mémoire , le projectile sera considère comme un poin 
matériel et isolé ^ c'est-à-dire comme tin corps dont la masse est réunie^ 
au centre de gravité; et il s'agira d'apprécier l'influence de la rotation 
de la Terre sur son] mouvement. J'en présenterai incessamment un 
autre à l'Académie ^ ou Ton aura égard à la forme et aux dimensions 
du mobile ^ et dont Tobjet sera de déterminer ^ principalement en ce 
qui concerne les projectiles de l'artillerie, l'influence que leur propre 
rotation peut produire sur leur mouvement de translation. 

La théorie de la résistance que les fluides en général ^ et l'air en 
particulier^ opposent au mouvement des corps qui les traversent, n'est, 
jusqu'à présent, qu'une ébauche très imparfaite. On y assimile cette 
force à une suite continuelle de chocs du mobile contre les particules 
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du fluide 9 qui disparaissent et s'anéantissent pour ainsi dire^ à mesure 
qu'elles ont été atteintes par ce corps ^ et qu'elles lui ont enlevé de 
petites quantités* de mouvenaent, proportionnelles à leurs niasses et à 
sa vitesse. Newton, à qui l'on doit cet essai de théorie, en avait con- 
clu qu'abstraction faite de la rotation du mobile, et pour une ^hère, 
par exemple, la résistance de l'air est égale au poids d'un cylindre de 
ce fluide, ayant pour base et pour hauteur, le grand cercle de la 
sphère et la hauteur due à sa vitesse. Mais les expériences qu'il fit sur 
la chute des corps dans lair , lui montpèrenl: bientôt l'inexactitude de 
ce résultat, et Font conduit à réduire de moitié, cette mesure de la 
résistance; on a jiigé, depuis, cette réduction trop forte; et Borda a 
conclu de ses propres observations ^ que la mesure de la. résistance 
devait être seulement abaissée aux trois cinquièmes de sa valeur théo- 
rique. D'après la théorie de Newton , modifiée par l'expérience , la 
force retardatrice, rapportée à l'unité de masse, d'une sphère qui se 
meut dans l'air, a pour expression le carré de la vitesse de ce corps, 
divisé par son diamètre et par le rapport de sa densité à celle du 
fluide, et multiplié par un coefficient numérique sur lequel tous les 
auteurs de Balistique ne sont pas d'accord. Suivant Lombard (^) , et 
en s'appuyant sur les expériences de Borda , ce coefficient serait égal à 
environ neuf quarantièmes. Mais la loi véritable de la résistance en 
fonction de la vitesse, est beaucoup plus compliquée : dans les mou- 
vements qui sont, ou très rapides , ou très lents, elle paraît s'écarter 
notablement de la proportionnalité au carré de la vitesse; elle croit 
suivant un plus grand rapport , dans le cas des très grandes vitesses; e|t 
au contraire , elle est sensiblement proportionnelle à la simple vitesse , 
quand il s'agit de petits mouvements, comme les trè^ petites vibra- 
tions du pendule à secondes (**)♦ 

Pour déterminer directement et sans aucune hypothèse, la loi de 
la résistance qu'un oorps éprouve en se mouvant dans un fluide, il 



(*) Traité du Mouvement des Projectiles, paje gç. 

i^^'^y Additions à la Connaissance des Tems , anncc l834, page «8. 
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faudrait considérer à la fois ce inouvemeDt et celui que le mobile 
communique au fluide: par l'effet de ce double mouvement ^ le fluide 
exerce à cbaque instant une certaine pression , en chaque point du 
mobile et normale à sa surface; cette pression^ différente de celle qui 
a lieu dans l état de repos, produit la résistance proprement dite que le 
mobile éprouve, et à laquelle il faudrait encore joindre la force tan- 
gente à la surface, provenant du frottement de ce corps contre la 
couche fluide qui le touche. C'est ce que j'ai pu faire , en effet, dans 
mo^ Mémoire sur les Mow^ements simultanés du pendule et de ïair 
environnant (^), et ce qui m'a conduit à déduire de la théorie, la 
correction nouvelle que M. Bessel a fait subir, d'après lexpérience , à 
ia longueur du pendule à secondes. J'essaierai, par la suite, d'étendre 
mon analyse au cas da^^mouvement progressif des projectiles dans lair, 
et de déterminer, s'il m'est possible, la pression que le fluide, qu'ils 
déplacent en le comprimant d'un, coté et le dilatant de l'autre, 
exerce sur leur surface, ou la résistance qu'ils éprouvent , envi- 
sagée sous le point de vue que je viens d'indiquer. Je n'ai pas 
besoin de dire combien la connaissance de cette loi, exacte et 
générale, serait importante dans beaucoup de questions, et, par 
exemple, dans le problème de la Baiblique. Mais pour l'objet que je 
me suis proposé dans ce Mémoire, j'ai pu admettre comme étant 
saffisanmxent approchée , la loi ordinaire de la résistance proportion- 
lielle au carré de la vitesse. 

C'est aussi Newton qui a donné le premier exemple de la. d^ernii*- 
uation du moa^roment d'un corps pesant dans un milieu résistant. 
Quand le mouvement est vertical, il â résolu le problème, en sup^ 
posant la résistance proportionnelle, soit à la vitesse , soit à son carré ^ 
mais lorsque le projectile est lancé dans l'air suivant une direction 
quelconque^ il s'est borné à considérer le cas dfe celte force propor- 
tionnelle à la simple vitesse, en observant toutefois que ce ca,s n'était 
pas celui de la nature. Les deux équations que Newton a du intégrer 

O Tome XI des Mémoires de FAcodémie des Sciences. 

I .« 
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pour déterminer les composantes horizontale et verticale de la vites$<f 
à un instant quelconque, sont linéaires, du premier ordre et à coef* 
ficients constants j et les deux inconnues y sont séparées, de sorte que 
ces deux équations se résolvent indépendamment l'une de l'autre, et 
que leur solution ne suppose réellement qu'une simple intégration 
immédiate. Il n'en est plus de même dans le cas delà résistance. pro« 
portionnelle au carré de la vitesse : les deux inconnues entrent à la 
fois dans chacune des équations du mouvement, qui ne sont plus 
linéaires; et ce n^est que par une combinaison particulière, que l'on 
parvient à y séparer les variables et à les ramener aux quadratures , 
ce que l'on regarde comme la solution complète du problème. Elle 
est due à Jean Bernouilli, qui l'a donnée dans les actes de Leipzig 
de 17 19, plus de trente ans après la solution de Newton, et à une 
époque où le calcul intégral avait déjà fait de grands progrès. Gepen<- 
dant, .Ëjiler , au commencement de son mémoire sur cette matière (^), 
exprime sa surprise de voir que Newton se soit arrêté au cas de 
la résistance proportionnelle à la simple vitesse, et n'ait pas considéré 
le cas de la nature; lui, dit-il , qui a résolu bien d'autres problèmes 
plus difficiles. On sait d'ailleurs que la question de la trajectoire dans 
un milieu résistant en raison du carré de la vitesse, fut proposée 
comme uxi défî , anx géomètres du continent , par un Anglais nommé 
Keil, qui croyait le problème insoluble, parce que sou illustre com7 
patriote ne l'avait pas résolu. Maintenant le calcul numérique des 
intégrales qui expriment le temps et les deux coordonnées du mobile 
en fonctions d'une quatrième variable , s'effectue aussi simplement 
que la question le comporte, et en poussant les approximations aussi 
loin qu'on veut. On en peut voir un exemple dans les Earercices de 
calcul intégral j de Legendre (**) , où ces coordonnées sont calculées à 
moins d'un cent-millième de leurs valeurs. 

Indépendamment de la force centrifuge provenant de la rotation de 



\i 



{*) Mémoires de l'Académie de Berlin ^Miaée i^SJ, 
(**) Tome !•', page 336. . 
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la Terre, et qui influe sur le mouvement des corps pesants, en dimi- 
nuant la gravite, d'une quantité variahie avec la latitude; cette rota-^ 
tion produit encore, dans ces mouvements, certaines déviations qu'il 
est intéressant de connaître, soit en elles-mêmes, soit pour savoir 
jusqu'à quel point elles peuvent influer sur la trajectoire des projec- 
tiles, et s'il est nécessaire dy avoir égard dans la pratique de l'artille- 
rie. Plusieurs physiciens ont mesuré, avec autant de précision qu'il a 
été possible, les petites distances dont les corps qui tombent d'une 
hauteur considérable , s'ëcarteht du pied de la verticale. Laplace et 
M. Gauss ont soumis cette question au calcul; mais en intégrant les 
équations de ce mouvement à très peu près vertical, ils ont fait abs-* 
traction de la résistanÉe de Tairi qui peut cependant avoir quelquefois 
une influence extrêmement grande sur le résultat. J'ai donc pensé 
qu'il serait utile de reprendre ce problème en entier, et d'en étendre 
la solution au cas général oii le projectile est lancé dans lair^ avec 
une vitesse et suivant une direction quelconques^ 
• Pour cela , j'ai d'abord formé 4es équations différentielles du mou* 
veulent absolu dans l'espace, en rapportant à des axes fixes les coor-^ 
données du mobile; pais j'en ai déduit les équations du mouvement 
apparent, tel que nous l'observons près de la surface du globe, ou 
rapporté à des axes fixes à cette surface, qui participent, ainsi que 
nous, à la rotation de la Terre. Ces équations différentiellas sont très 
compliquées; mais, en prenant la seconde de temps pour unité, la 
vitesse angulaire du mouvement diurne est une très petite fraction ; 
ce qui permet de les réduire à une forme plus simple. On en déduit 
alors quelques conséquences générales, dont voici les énoncés. 

Le mouvement de la Terre empêche un liquide, contenu dans un 
vase et tournant avec une vitesse constante autour d'un axe vertical , 
de parvenir rigoureusement à une figure permanente, qui serait celle 
d'un paraboloïde de révolution, si la Terre était considérée^ comme 
immobile. 

Si un corps se meut sur une courbe donnée et attachée fixement à 
la surface du globe, l'équation difiérentielle de son mouvement ne 
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contient pas la vitesse de rolution de la Terre , et ce mouvement esjk 
le même 9 en conséquence, que si la Terre était en repos. Ainsi, pour 
une valeur donnée de la pesanteur, résultante de la figure et de la 
rotation du sphéroïde terrestre, les oscillations du pendule sont les 
mêmes dans tous les azimuts autour de k verticale; résultat qu'il 
était important de démontrer , vu le degré de précision que 1 on ap- 
porte maintenant dans la détermination du pendule à secondes , en 
différents lieux delà Terre. Mais le mouvement diurne et la direction 
du plan des oscillations ont une petite influence sur la tension variable 
que le fil éprouve pendant qu elles ont lieu , et qui n'est pas rigou- 
reusement la même dans tous les azimuts. 

Enfin , quand un projectile est lancé dans lair suivant une direc- 
tion quelconque , la rotation de la Terre n'augm^ite ni ne diminue 
la diçt^nce à laquelle il se trouve à chaque instant , du plau parallèle 
à réquatenr , mené par son point de départ. 

Avant de chercher les intégrales des équations du mouvement ap-» 
parent , dans le cas général , d'une grandeur et d'une direction quel-r 
conques de la vitesse initiale , j'ai considéré les cas particuliers les plus 
simples. Le premier est celui oii le mobile part d'un point situé à 
)ine hauteur donnée au-dessus du sol, et pst aban4onné à l'action de 
la pesanteur, sans qu'on lui imprime aucune vitesse particulière, de 
sorte qu'il conimence à tomber verticalement. La vitesse à son point 
de départ, provenant de la rotation de la Terre à laquelle il parti? 
cipe , étant plus grande que celle qui répond au pied de la verticale ^ 
on comprend que le mobile, quand il a atteint le sol, doit s'écarter 
du pied de cette ligne, à Vest on dans le sens du mouvenient vrai de 
la Terre. Mais le calcul peut seul donner la mesure de cet écart, 
surtout lorsqu'on a égard à la résistance de l'air: il fait voir, en efiet, 
que. la déviation a lieu vers Vest^ et qu'elle est nulle dans le sen3 du 
méridien. Pour comparer à l'expérience, la formule qui en exprime 
la grandeur, j'ai choisi les observations de ce genre qui ont été faites 
en i833 par M. le professeur Reich^ dans les mines de la Saxe. La 
hauteur de la chute était de i58 mètres et demi ^ et M. Reich a cou- 
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ctu die la moyenne de io6 expériences, une déviation à Vesty de 9Ç 
millimètres et un tiers. Il a aussi trouvé à très peu près six secondes 
pour le temps de la chute; au moyen de cette donnée 9 j'ai pu calculer,, 
sans aucune hypothèse, le .coei95lcient de la résistance de l'air que le 
ihobile a dA éprouver; et ensuite , la formule a donné 27 millimètres 
et demi pour la déviation; ce qui diffère de l'expérience, de moins d'un 
millimètre. Dans le vide, cette déviation ne surpasserait pas d'un 
dixième de millimètre, celle qui a lieu dans l'air; en sorte que dans 
cet exemple, la résistance de l'air n'a eu qu'une influence insensible. 
Quand le projectile part de la surface de la Terre , et qu'il est lancé 
verticalement de bas en haut avec une vitesœ donnée, ou conçoit 
que, pendant la durée de son élévation, il doit s'écarter de la verticale, 
vers Youestj ou en sens contraire de la rotation de la Terre; Il semble 
qu'ensuite, durant sa chute, il devrait se rapprocher de cette ligne, 
et retomber à peu près 4 son point de départ; mais il n'en est point 
ainsi. Parvenu au point le plus haut de sa trajectoire, et lorsqu'il a 
perdu toute sa vitesse verticale, le projectile, en déviant vers Vouesty 
a aussi acquis une vitesse horizontale dans le même sens, en vertu de 
laquelle il continue à dévier dans ce sens , du moins pendant une 
partie de sa chute. Ija difficulté analytique que ce second cas présente, 
est de raccorder, pour ainsi dire, les deux mouvements successifs, 
ascendant et descendant, du projectile, qui sont exprimés par des 
formules très différentes, lorsque Ton tient compte de la résistance de 
l'air. Pour appliquer à un exemple la formule relative a la déviation 
totale du mobile , quand il est retombé sur le sol , j ai supposé que 
ce corps fût une balle, tirée verticalement par un fusil d'infanterie, 
avec une vitesse d'environ 400 mètres par secondes. Là grandeur de 
cette déviation varie beaucoup avec celle de la résistance de l'air; en 
donnant successivement au coefficient de cette résistance des valeurs 
qui soient entre elles comme quatre et trois , on trouve des déviations 
vers Youest dans les deux cas, mais d'environ un et trois décimètres ^ 
dans le vide, cette déviation s'élèverait à une cinquantaine de mètres ; 
en sorte qu'elle est réduite à un cinq-eenlième de sa valeur, parla plus 
grande des deux résistances* 
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J'ai encore examine en particulier , le cas où la vitesse initiale du 
projectile est presque horizontale, ce qui comprend, pour fixer les 
idées y le tir à la cible. On trouvera dans mon Mémoire les formules 
qui s'y rapportent et qui en expriment toutes les circonstances , selon 
que le tir a lieu vers tel ou tel point de l'horizon. Ici, je me bornerai à 
dire que la vitesse initiale étant toujours d'environ 4^0 mètres, et la 
distance de la cible, placée au but en blanc j égale à 200 mètres, les 
déviations horizontale et verticale de la balle, dues au mouvement de 
là Terre, s'élèveraient à peine à un demi*centimètre, c'est-à-dire 
qu^ellés n'influent pas sensiblement sur la justesse du tir et sont 
inutiles à considérer dans la pratique. Ces déviations sont également 
négligeables dans le tir du canon, et dans tous les mouvements qui 
ont lieu suivant une direction à peu près horizontale. 

Dans le cas général, les effets que produit le mouvement de la Terre 
dans le mouvement d'un projectile , sont d'abord des accroissements 
positifs ou 'négatifs, soit de l'intervalle de temps que le mobile emploie 
à aller de son point de départ au point où il retombe sur le terrain , 
soit de la distance du second point au premier, que Von appelle la 
portée horizontale. Les signes de ces accroissements dépendent de la 
direction du plan vertical dans lequel le projectile est laQcé : il y a 
augmentation dans une direction et diminution daps une autre; leurs 
valeurs sont exprimées par des intégrales doubles, dont )e calcul 
nuniérique serait très pénible. Le mouvement diurne fait, en outre, 
sortir le mobile du plan vertical où il a été projeté 5 ce qui donne lieu 
à une déviation horizontale , dont la valeur se compose de deux parties 
distinctes, exprimées aussi par des intégrales doubles. L'une de ces 
déviations partielles est indépendante de la direction du plan vertical; 
elle a toujours lieu à droite de l'observateur placé au point de départ 
et tourné vers la trajectoire j à notre latitude, on peut la considérer 
comme étant l'effet principal de la rotatiou du globe; et, heureuse- 
ment, ou en obtient des limites plus faciles à calculer que sa valeur 
même, qui se réduiront en nombres, si l'on veut, au moyen de la 
longueur de la portée çt de la durée du trajet, données par l'observa- 
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lion 3 et suffiront pour apprécier la grandeur de la déviation • En ap- 
pliquant, par exemple, ces limites au tir de la bombe, tel qu'il a 
iîeu dans les exercices des potygones, c'est-à-dire sous Tangle de 45^» 
avec une vitesse initiale de nxo mètres par seconde, qui donne une 
portée d'environ 1200 mètres, pour un projectile de 27 centimètres 
de diamètre et du poids de 5i kilogrammes (^); on trouve que la dé- 
viattion du point de chute sera comprise entre 90 et 120 centimètres, 
lorsqu'on tirera dans un plan vertical, tangent au parallèle du point 
de départ. Elle aura lieu vers le midij quand on tirera vers Vesi, et 
vers le nord j si Ton tire vers Vouest. En l'évaluant à un mètre, et 
^observant qu'un tel écart à la distance de 1200 mètres, répond à un 
angle d'à peu près trois minutes, il s'ensuit que, pour atteindre plus 
siJLsengieQt le but, il faudrait tirer à gauche du plan donné, dans un 
,autre plan qui ferait avec celui-là un angle de trois minutes, dont 
Ja .considération peut influer sur la justesse du tir et sur la chance 
d'jLtteindre le tonneau, dans les exercice^ où le canonnier doit appor- 
ter beaucoup de précision* La déviation horizontale sera un peu 
moindre et s'observera vers Yestj quand on tirera vers le nord; elle 
sera un peu plus grande et aura lieu vers Vouest^ quand on tirera vers 
le midi. Ajoutons encore, que dans le tir de la bombe à grande por- 
tée^ par exemple à une distance du but, d'environ 4000 mètres, ce 
qui suppo$e pjie vitesse initiale d'à peu près le tiers de 800 mètres, 
sous l'angle de 4^^^ ^t pour un projectile de 90 kilogrammes et d'un 
tiers de mètre de diamètre, Içs limites de la déviation, en tirant à 
Yest ou à Vouest j seront à peu près 5 mètres et 10 mètres j en éva- 
luant donc sa grandeur à 7 ou 8 mètres, on voit que dans. les sièges, 
des édifices et des personnes ont pu être atteints par la chute d'une 
bombe, à cause du mouvement de la Terre, et d'autres ne pas l'être, 
pour la même cause. 

Ces nombres, et ceux qu'on a cités plus haut, se rapportent à une 
latitude moyenne; ils varieront avec celle du lieu de l'expérience; à 
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(^ La bombe de 10 pouces et de 104 Viiresp 
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1 equateur, et lorsque le tir a lieu dans son plan, la déviation hori-^ 
2ontale s'ëvanouit, tandis que les accroissements delà durëe du trajet 
et de la longueur de la portée y atteignent leur maximum; dams les 
hautes latitudes, ce sont, au contraire, la déviation qui approche de 
son maximum j et ces accroissements qui diminuent: au pôle, la 
déviation horizontale, la même en ce point pour le tir dans tous W 
plans verticaux , surpasserait d^à peu près moitié celle qui a lieu dans 
notre région. Partout, les accroissements de la portée et du temps 
sont nuls, quand la vitesse initiale est dirigée dan& le plan du méri- 
dien. 



(i). Le projectile est une sphère homogène; c^est le mouvement de' 
son centre de gravité ou de figure que l'on considère; on y suppose sa* 
masse entière réunie , et la résistance de Tair directement appliquée. 

La rotation de la Terre a une petite influence sur le mouvement 
des corps près de sa surface ; son mouvement de translation n'en a 
aucune ; c'est pourquoi j'en ferai ahstraction , et je regarderai le 
centre du glohe comme un point fixe. 

Soit G ce point. Au hout du temps quelconque f , écoulé depuis l'o-« 
rigine du mouvement, soit aussi M le point de sa trajectoire où se 
trouve le mobile* Par le point G, menons trois axes fixes et rectangu- 
laires Cx,y Cj,, Cz,, et désignons par ^,, /, , je,, les coordonnées de 
M rapportées à ces axes. En appelant Y la somme des molécules du 
sphéroïde terrestre , divisées par leurs distances respectives au point 
M , les composantes parallèles à ces mêmes axes, de l'attraction de la 
Terre sur le point matériel situé en M, seront exprimées, comme on 

sait, parles différences partielles ^, -7-) -^^î et selon qu'elles au- 
ront des valeurs positives ou négatives , elles agiront dans le sens des 
demi-axes Cx^j G^^;, Cz^j des coordonnées positives, ou dans le sens 
contraire. Représentons aussi par (p la force accélératrice provenant 
de la résistance de l'air, et par A, ^, ^ , les angles que fait sa direction 
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avec des parallèles à ces trois droites , meiiees par le point M , de sorte 
que ^cosA, ^cos^e^ ^cos'v, soient les composantes de <p, suivant les 
mêmes directions que celles de Tattraction. En prenant le temps t 
pour la variable indépendante , dont la différentielle est constante, 
nous aurons 
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pour les trois équations différentielles secondes du mouvement absglu 
du projectile dans Tespace. 

On prendra le plan du méridien passant par le point de départ du 
mobile, c'est*a-dire, le plan de ce point et de l'axe de. rotation de 
la Terre, pour celui des y^ et z^ ; les demi-axes Cy^ et Cz^ seront com- 
pris dans notre hémisphère, le second sera dirigé vers le pôle^ et le 
premier sera compris dans le plan de Féquateur y ainsi que Taxe des 
Xy On représentera par r le rayon vecteur CM , par fl Tangle compris 
entre CM et le demi-axe Gz^, et par 4 l'angle que fait le plan de ces 
deux droites avec celui des y^ et js^; en sorte qu'au bout du temps f, 
les coordonnées polaires du mobile soient r, 0, 4» ^^^ qu'on ait en 
(Conséquence 

je^ ==: r COS 9 y j^, == r si n fl cos 4 j a:, = r sin ô sin 4 • 

Soit aussi n la vitesse angulaire du mouvement diurne de la Terre; 
nr sind sera la vitesse absolue de lair au point M^ et cette dernière 
vitesse étant tangente au parallèle passant par ce point y ses compo- 
santes par rapport aux direclions des coordonnées z^, y^ Xp seront zé- 
ro, — nrsinfl.sin4} nrsinô.cos4j en supposant le demi-axe Co:^ 
dirigé vers Varient. Lés deux dernières composantes pourront être 
remplacées par — 7iar/et ny,; au point M, les trois composantes de 
la vitesse relative du mobile et de Tàir, auront donc pour valeurs^ 



la SUR LE MOUVEMENT 

abstraction faite du signe, 

et en désignant par f^, cette vitesse, on aura 

On considérera la résistance de l air comme une fonction donnée de 
celte vitesse relative; et de plus , on supposera cette force directement 
opposée à cette vitesse : on aura par conséquent 

^' = ~ f^COSA, % -h /wr,= — i^COSf^y ^-njr^=^ — f^COSir, 

pour déterminer les angles A, ac, v, qui répondent à la direction de* 

(p au poiïft M. 

Après qu'on aura fait une hypothèse sur la fonne de la fonction ^, 
les équations (a) ne contiendront plus que les inconnues •r,,/^, z^^ 
et leui^s différentielles, ou, si Ton veut, les inconnues r, d, 4; en les 
intégrant, du moins par approximation, elles feront donc connaître, 
à un instant quelconque, la position du mohile dans l'espace; mais 
dans la question qui nous occupe , c'est à des axes fixes à la surface 
de la Terre, et participant à son mouvement de rotation, qu'il faul 
rapporter la position du projectile, c'est-^-dire qu'il s'agît de dé- 
terminer son mouvement apparent, tel qu'on l'observe à cette surface, 
ce qui exige que l'on change les inconnues x^y y)y z^^ en d'autres 
coordonnées. 

(a). Soit donc O, un point déterminé de la surface du globe. Par ce 
point, menons trois axes rectangulaires Oj^, O^, Oj/j le premier 
dirigé suivant le prolongement du rayon GO, le second compris dans 
le plan du méridien et dirigé vers le nord y et le troisième dans le plan 
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dapatallèle, et dirige yen Vest^ ou dans le sens du mouvement diurne. 
Au bout du temps ty soient z%^% a/| les coordonnées du lieu M du 
mobile 9 rapportées à ces nouveaux axes. Si Ton suppose qu'à l'origine 
du mouvement 9 le méridien du point O coïncidait avec le plan des 
y^ et z^j langle compris entre ces deux plans au bout du temps t^ 
sera égal à nt Je désignerai par y la latitude du point O, ou plus 
exactement^ Tangle compris entre le rayon GO et sa projection sur 
l'équateur; et je représenterai par / la longueur de ce rayon. Les 
coordonnées du point O, rapportées aux axes Cx^j Cy,y Cz^^ se dé- 
duiront de a?,, ^,, z,, en y faisant rs=i l^ 9=90^ — 7, 4 = nt; en 
sorte qu'elles auront pour valeurs Icosysinnty Icosycosnty /sin 7. 
D après les formules connues de la transformation des coordonnées^ 
dont on change à la fois^ l'origine et les directions ^ on aura alors 

x'===(x, — /cos>'Sinii/)cos7{f — (y, — Zcos7Cosnï)sinnf^ 
y = (z, — /sin7)cos7 — {^jr ^ — Zcosycosii/)sin7COsnf 

— {Xj — l cos y sin ni) sin y ûnnt , 
z' = (z^ — Z sin 7) sin y -h {y, — Zcos y cos nt) cos y cos nt 

-H {x^ • — Zcos y sin n£) cos ysin nty 

ou bien ^ en réduisant^ 

j/ = a:^cosiîf — y^siunij 

y = je;^ cos y •— JK/ sîn y cos nt — jt, sin y sin ntj 

JB' = je,sin7-4-^,cos7COsn/ + a5',cos7sin/if ~ Zj 

d'où Ton tire réciproquement 

X, = j/cos7if — ^sin7sin/if -h {zl + Z)cos7sin7i/, 
7/ = — j/sin/if —y sin 7COS «*+(«' 4- Z) cos 7 cos /î<^ 
z, =ycos7-|-.(z^-hZ)sîn7, 

pour les valeurs de J^,,^,, ^,, <ïu'ïl faudra substituer dans les équa- 
tbns (a) 5 et dans celles qui déterminent la vitesse ^ et sa direction. 
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Les coeiEcients de x^^ jr^^ z^^ dans les valeurs de ^ ^ ^ » z! ^ doi* 
vent être les cosinus des angles que des parallèles aux axes des x^^y^^ 
z^j menées par le point M, font avec ceux des x% j^, t! \ et c'est, en 
effet, ce qu'il est aise de vérifier. Il s'ensuit donc que si l'on appelle 
A% /Ei% / , les angles que fait la direction de la vitesse p, contraire 
à celle de la force f , avec ces nouveaux axes , on aura 

(^ cos a' = — s^ cos A* cos nt-\- V cos /ti . sin nt^ 

i^QOSfjtl =^ — i^cosjr.cosy + i'cos/te.sinycosnï-i- f^cosA.sin^sin/i/, 
i;cos 1/ = — V cos y • sin 7^ — y cos /a • cos 7C0S nt— 9 cos A xosy sin nt* 

]Ën vertu des valeurs de ^,9^,^ z,^ on aura aussi 

dx doif dy^ • • d£ • 

-^ — nj-, = -^^ cos nï ^ sin 7 sin ^t -\- — cos y sin nt , 

dr dx' * ^ dy * dz' 

-^-hnx,= ^sm/iif — -^ siny cosnf -h -j^ cos^cosnf, 

dz dr' dJ • 

pour les valeurs précédentes de — i^cosA, — f^cos^, — f cos y; et 
toutes réductions faites , il en résultera simplement 

I dsf Ê dy I d£ 

PCOSA' = -^, PCOS^' = A> ^<^^s/ =-^, 

La vitesse relative s^ du mobile et de l'air, est donc en grandeur et 
en direction , I4 vitesse même du projectile dans son mouvement ap- 
parent \ ce qui tient à la nature du mouvement de rotation du fluide, 
et n'aurait plus lieu, en général, si l'air avait un autre mouvement, 
comme dans le pkénomène des vents alises , par exemple. Si Ton ap- 
pelle s l'arc de la trajectoire apparente, compté à partir d'un point 
fixe sur cette courbe et dans le sens du mouvement du projectile, 
on aura 



^ différentielle ds sera positive ainsi que dt^ et les équations précé^- 
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dentea donneront alors 

Cela posé , les ëqaations (a) deviendront d'abord 

•jjr cos nf — -^ sm > sin nt-\-~; cosysinnf 
- a«(^sinn/-h^sinycosnt - ^ cos 7 cos n A ~ »X 

rfV J ' 

= .S" "*" ^ COS A, 

^ A^ sin n/ — ^ smy cos n^ + ^ cosy cos nt 

— eos nf—-^ sin>sinnf 4- *cos7sin nA-nV 

rfv . y ^/ 

5 cosr H- ^ sin y = g 4. f cos f j 



en considérant successivement V coiùme une fonction de a: y ^ 
et comme une foncUon de x' ,/,«', ©o aura nJn n 

* 

^ = ^cosii* — ^sin/if, 

W ^/ï'^O'smnf — ^sinvcosnf+llcosy,. 

5» = s; «OS 7 Sin nf -h ^ cos 7 COS nf -+- ^ sin > j 

et il sera facile de changer les équations précédentes en celles-ci : 

5F = 2n(A^^**^-^cos7)H-nV-h^ — ^^, 

Sr = -a/i^8m7+ii'[ysin7-(«'H-/)cos7]sin7H-^«^ 
5?- = 2/1 -^ COS7— n»[/sin7- («'4- /)cos7] cos7-h ^— ^^' , 

qui seront les équations du mourement appa,^nt, qu'on se proposait 
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de trouver, et que Ton réduira à une forme plus simple par les 
considérations suivantes. 

(3), La Terre ëtant composée de couches à très peu près sphëriques, 
concentriques, et dont çl^acuoea parlputupe même densitp^ la v^lpur 
de V est de la forme 



où l'on désigne par /, une force très peu différente de l'attraction au 
point O, dont la distance au centre C est Zj par f , une petite frac^ 
tion qui a pour valeur, environ un 3po*; et par U, une fonctioa 
donnée de x', ^, jb^ La valeur du rayon vecteur r du point M sera 
donnée par l'équation 

r» = ^2 + y ^ -f. {z! 4- /)S 



Si O est voisin du point de départ du projectile, les coordonnées x\ 
y y z} ^ seront très petites par rapport à /, dans toute l'étendue de 
la trajectoire; on pourra alors développer les différences partielles 

jgr, ^, ^) ®n séries très convergentes, ordonnée^ suivant les puis- 

sauces et les produit^ de y , y , -j- ; et le développement correspondant 
de U sera 

U-=F^-x^G^.yH+z'K■4-^'G'^^k^^.e^c.; 



F étant une constante arbitraire, et Çr^ H^ etc., des constantes 
données. 

Au point p, les composantes de lattrs^tion, suivant I99 axes des 

d\ dV dV 

a/^y^z'^ pu les valeurs de -^^ ^, •^, qui répondent à j/==o, 

j^' = c, z' o, seront t/G, j/H, — f-i-ifK. Pour en déduire 
celle? 4^ la pesanteur, il y faudra ajouter 1^ composantes d^ la forcp 
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centrifuge due à là rotation de la Terre; or^ ses trois composanles.sont 
zéro , — nH sinycosT' , nHços'^yj en observant qu'au point O la force 
centrifuge est égale à r^lcosy ^ et dirigée suivant le prolongement de 
la perpendiculaire à l'axe de rotation^ de sorte que sa direction fait 
^vec les axes des j/, y ^ z^, des angles égaux à 90®, QO^H-T', 7- Par 
conséquent, si Ton appelle g la pesanteur en ce points et ^^ h! ^ k' ^ 
les angles compris entre sa direction et les a]|:es des x' ^ y\ z\ ou 
9ura 

grcos^ = «/&. 

gQOsK z=sz if EL — nH sin y cosy , ^ (c) 

gcosk! «= — /+ «/R-f nHcos' 

pour les valeurs complètes de ses trois composantes. Ces formules 
doivent coïncider avec les seconds membres des équations (b)^ en j 
supprimant les termes dépendants de la vitesise du mobile, et j faisant 
a/ = o^y = Oj z' = ojce qui a lieu effectivement. On vérifiera de 
même que les composantes de Tattractiou jointe à la force centrifuge^ 
qui répondent au point M, coïncident aussi avec ces seconds mem- 
bres , en 7 supprimant seulement les termes relatifs à la vitesse du 
projectile, et quelle^ que soient les coordonnées x^^y % zf. 

Le rapport de nH à g e$t une fraction très peu différente de « ; si 
donc on néglige les carrés et le produit de ces deux fractions, et si 
l'on observe que la force g est une quantité positive^ on déduira des 
équations précédenjtes 

g = / — «/K — nHcos^y^ cost = — i ; 

ce qui fait connaître l'intensité de la pesanteur au point O, et 
montre que cette force fait avec l'axe Ozf , un angle dont le supplé- 
ment est de l'ordre de petitesse de 1. 

Dans le développement de V, je négligerai les termes qui ont /* 
pour diviseur , et ceux qui ont / pour diviseur et $ pour coefficient. 

3 
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De cette manièFe y on aura 

A ce degré d'approximation , il faudra aussi négliger les ternies dc|| 
équations (6) qui dépendent de n* et de l'une des variables j/, y' ^^ \ 

car ^ si Ton fait — = ^, le tei'me n'a/, par exemple, deviendra ^^^ et 

sera par conséquent du même ordre de petitesse que ceux qui se 
trouvent négligés dans les différences partielles de Y. 

Gela posé , et en ayant égard aux formules (c) , les équations (&) se 
réduiront à 



W ^""^ (-^sm7-~^^coS7)^-grcosg:' — ^ 



d*x /d'/ _. <fa' \ . / d^ 

ds y 

^y _ 2„ ^ .; ^ . V ^ ^4/ 



-siny -hgcosh' — (pj^, \ {d) 









mais afin de les rendra plus immédiatement applicables, nous y 
changerons a/, y^, z% en d'autres coordonnées peu différentes de 
celles-là * 

(4). Pour cela, élevons par le point O, une verticale 0^: dirigée vers 
le zénith y ou en sens contraire de la pesanteur , et dans le plan hori-- 
zontal, perpendiculaire à Oz, tirons arbitrairement deux axes Oar 
et Oy, perpendiculaires entre eux. Soient x^y y j2, les coordonnées 
de M , rapportées à ces axes Ox, Oy , Oz. On aura 

z = — x' cos jgl — y côs h' — z'cos h! , 

en observant que Oz fait avec les axes des xf^y^ z' y des angles égaux 
aux suppléments àe g^ y h' y V . On aura, en même temps , 

y z=z ocf cos ccfOy H- y'cos^^Oy 4- z' cos x!Oy , 
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On pourra supposer que Ox e» Oy- s'écartent très peu de Oa/ et Oy^ 
de sorte que les angles x ' Ox et yOjr soient de Tordre de petitesse de 
la fraction f * En négligeant leurs carrés , on aura alors 

cosd/Ox =1, cosy^O/ =1. 

Je supposerai de plus, que Faxe €[^soit compris dans le plan du mé- 
ridien; l'axe Oj/ étant perpendiculaire à ce plan , nous aurons 



cosa/Ojr s=5 o; 



et comme on doit avoir 



cosa/Ox . cosyOx H- cos a/Oy . cosyOy •+- cos g* 'cos A' = o 



il en résultera aussi 



cosj^Oj: =5= o. 



en observant que le produit cos g^ cos h^ est de Tordre de petitesse de!s 
quantités que nous négligeons. Enfin y à cause des équations 



cos x'Ox . cos zfOx + cos x^Oy . cos z^Oy -H cos g^'cos kf == Oy 
cosyOx . cos z^Ox -H cos yOy . cos zfOy •+• cos h! cos A' = o , 



et de cos A' = — i , nous aurons 



cos zfOx = cos g' y cos z^Oy = cos A' , 



et par conséquent 



X => x^ ^z'cosg'y y =: y H- z'cos h\ 



De ces valeurs de Xy y] Zj on déduit réciproquement 



3.. 
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a/ -^ X — z cos g' , 

y = y -^ zcosh' y 

jb' == je + j: cos g^ -hj cos hf , 

en négligeant toujours les carres et le produit de cos g' et cos h\ 

Maintenant, après avoir éliminé xf ^y^ ^ z\ des équations {d)^ on 
les changera facilement en celles*ci : 



"3? 



fdr . d% \ fd% , , . y df ^, \ dx 

dy dx . . fd% - . , rfr ^, \ ^43r 



— =2ll^COSy-a«(^^C0.^8iBy-.-3jC08A8myj-«r+^-»-5i. 

On pourra 9 pour plus de simplicité , négliger les termes de ces for- 
mules qui ont n cosg^ ou n cos// pour facteur, et dont l^influence sur 
les valeurs de x^y^ Zy serait à peu près insensible. On négligera 

par la même raison , le terme ^ , provenant de la variation de la 

pesanteur dans le sens de la hauteur^et l'on considérera Fangley, comme 
exprimant la latitude du point O. 

J'admettrai Thypothèse ordinaire de la résistance de Tair^ propor- 
tionnelle au carré de la vitesse*, et je ferai, en conséquence,. 

c étant un coefficient proportionnel à la densité de l'air au point M , 
que l'on pourra, en général, considérer comme une quantité constante 
dans toute Fétendue de la trajectoire: si l'on appelle % la hauteur dtt« 

à la vitesse £ de sorte qu'on ait ^, = agÇ et ^ = icg% , il faudra pour 

l'homogénéité des quantités ^ et g^, que 2C^ soit un nombre abstrait, 

on que ^ soit une ligne. L'air étant un fluide pesant^ exercera en ou^ 
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• »- - 

tre, sur le projectile, une pression hydrostatique; ce qui exigera que 
Ton fasse subir une diminution à la pesanteur g qui aurait lieu dans 
le vide ; de plus cette réduction sera elle-même susceptible dans le 
mouvement progressif que nous considérons, d'une modification sem- 
blable à celle qui répond, d'après la remarque de M. Bessel, au 
mouvement oscillatoire du pendule; mais nous ne nous occuperons 
point ici de cette question ;• et nous regarderons la valeur de g comme 
une donnée de l'expérience. 

Les équations différentielles du mouvement apparent du projectile, 
se réduiront donc finalement à 



i^x /djr • dt \ ^ dt dx 

^y dx • ds dy \ , ^ 

d'z dx ^ ds dz 

^ = 2n^cosy — g^c^^-j^. 

Elles suffiront pour déterminer au degré d'approximation que Ton 
peut désirer , Finfluence de la rotation du globe sur ce mouvement - 
on n'oubliera pas que les axes des x et des j sont les intersections du 
plan horizontal , avec les plans du parallèle et du méridien , et qu'à 
partir du point O, les a: positives sont portées du c6té de Vest, les^ 
n^atives du côté de Vouestj les jy positives vers le nord^ les^ néga- 
tives vers le midi. L'axe des z positives est vertical et dirigé de bas 
en haut. 

On appliquera tout-à-*l'heure ces équations à divers exemples ; au-^ 
paravant il y a quelques i!emarques qu'il ne sera pas inutile de faire.^ 

(5). Les équations (e) s'étendront facilement au cas d'un point ma:- 
tériel , assujetti à se mouvoir sut une courbe donnée et attachée à la- 
surface de la Terre. 

Pour cela , représentons par 



*■ » 



o, 
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les deux équations de cette courbe; L et L'^ étant des fonctions don- 
nées de Xy jy z. Il suffira, comme on sait, d ajouter aux seconds 
membres des trois équations (e) , les quantités correspondantes 

dL i dU é/L . , dL' dL . ,dU 

dans lesquelles a et o»^ sont des coefficients inconnus. On éliminera 
ensuite ces deux nouvelles inconnues, en ajoutant les trois équations 
aptes les avoir multipliés respectivement par dxy djy d»\ les termes 
dépendants de n disparaissent en même temps, et il vient 



dsd's w ds^ f /•v 



en observant qu'on a 

dxd^x -+• ilyâ^y -H dzd^z =ild,ds*= dsd^Sy 

On pourra tirer des équations de la courbe donnée , des valeurs de x, 
Y^ z, en fonctions de 5; en les substituant dans lequation (/), on 
aura donc, entre les variables s et tj l'équation diflerentielle du 
mouvement sur cette courbe. Il en résulte qu'abstraction faite de la 
partie de g qui dépend de la rotation de la Terre , cette rotation n'a 
aucune autre influence sur le mouvement dont il s'agit. Ainsi, par 
exemple, en chaque point de la surface du globe, et pour une valeur 
donnée de g^, les oscillations du pendule sont indépendantes du mou- 
vement diurne, et les mêmes dans tous Les azimuts autour de la ver- 
ticale; ce qu'il était bon de faire voir, vu le degré de précision que 
l'on apporte maintenant dans les mesures du pendule à secondes, en 
diiférens lieux de la Terre. 

La pression exercée par un point matériel sur la courbe qu'il est 
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force de décrire, n'est pas, comme sa vitesse; iadëpendaote delà rota-« 
tîon du globe; c'est ce que Ton verra en effet, en la déterminant de 
la manière suivante. 

Je représente par X , Y , Z , les seconds membres des équations (e), 
abstraction faite des termes provenant de la résistance de Taîr; on 
aura 

dx • 

Z = 2n^cos7~gr; 

et ces quantités exprimeront les composantes horizontale et verticale 
de la force qui agit sur un point matériel pesant, en niiouvement dans 
le vide ^ près de la surface du globe. Par le point quelconque M de 
sa trajectoire, je mène trois axes rectangulaires, savoir, le rayon de 
courbure , la tangente dans le sens du- mouvement, une des deux parties 
de la perpendiculaire au plan osculateur. Soient P, Q, R, les composan-" 
tes de la même force, suivant ces trois demi-axes ; la force Q diminuée 
de la résistance de l'air, fera varier la vitesse du mobile sur la courbe 
donnée; la force R multipliée par la masse de ce corps, sera. une 
composante de la pression exercée sur la courbe ; l'autre composante 
aura pour valeur le produit de cette masse et de Texcès de la force 

centrifuge sur la force P ; excès qui sera égal à - ^~ — P,en désignant 

par p le. rayon de courbure au point M. Or, on voit que la résultante 
de ces deux dernières forces', ou la pression totale que la trajectoire 
éprouvera en chacun de ses points, dépendra, à raison des forces Pet 
R, du mouvement diurne du globe, de sa direction par rapport à 
celle de la vitesse du mobile, et de la latitude du point O. 

Supposons, parexemple, qu'on n'ait point égard à la résistance de l'air, 
et que le mobile décrive uniformément, dans un plan horizontal, un 
cercle du rayon A, avec une vitesse angulaire m. En plaçant Torigine 
O des coordonnées au centre de ce cercle, et comptant le temps / â 
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partir d^un passage du mobile dans Taxe .des x ^ od aura 

X = Acosm/, j = Asiuw/, ^ = oj 

d'où il résultera , pour ce cas particulier, 

X = a/nnAsinycos/irf, 
Y == imnKûny s\n mt ^ 
Jj ^=^ — imnh cos y s\n mt — g. 

Cette dernière force, prise avec un signe contraire et multipliée par la 
masse du mobile , exprimera la pression variable que la trajectoire 
éprouvera dans le sens de la pesanteur. La résultante des forces X et 
Y sera égale à iim/iAsin^, et dirigée suivant le prolongement de A; 
elle s'ajoutera à la force centrifuge m^i^y et il en résultera pour la 
pression horizontale, une valeur constante, égale au produit de 
2m7iA sin 7 + m'A, et de la masse du mobile. 

Si Ton considère, de même, le mouvement du pendule simple dans un 
plan vertical, que € soit Fangle compris entre ce plan et celui des x et s, 
que Ton désigne par A la longueur constante de ce pendule, et, à 
un instant quelconque, par d Fangle qu'il fait avec la verticale dirigée 
dans le sens de la pesanteur, on aura 

^ = Acosésiaâ, ^ = AsinCsinfl, i5 = — Acosô, ds^=^>M. 

Sans qu on seit obligé de négliger la résistance de l'air, Téquation (/) 

fera connaître sous forme finie, la valeur de jr en fonction de ô, et 

Ton ei)L conclura sans difficulté la tension variable du fil , ainsi que la 
force Q perpendiculaire au plan des oscillations. En calculant pette der- 
nière force, on trouve qu'elle est trop petite pour écarter sensiblement le 
pendule de son plan , et avoir aucune influence appréciable sur son 
mouvement. 

Quoique d'après les valeurs générales des forces X, Y, Z, la formule 
l^dx -+- Ydy H- Xdz se réduise à — gdz^ on n'en doit pas conclure 
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qu'un liquide homogène y soufuis à ces forces, contenu dans un vase^, 
et tournant uniformënient autour de l'axe Oz, parviendrait à une 
figure permanente , ainsi que cela a lieu , lorsqu'on a seulement égard 
à la pesanteur et aux. forces centrifuges des points du fluide y résul- 
tantes de sa rotation. En ^effet, pour cet équilibre des forces centri- 
fuges et des forces X, Y, Z^ il faudrait que celles-ci, étant réduites 
à des fonctions de x^y jZ, satisfissent identiquement aux conditions 
d'intégrabilité de la formule Hdx ^Ydjr +Zdz^ savoir : 



d7i 


dî dL dL dY 


dZ 


djr - 


dx* d* ds* ds 


' 4r' 



Or, 6n désignant par m la vitesse angulaire et constante du fluide , 
on aurait, dans le mouvement dont il s'agit, 

dx — dr 1 dt 

et par conséquent 
X = + 2nmxsiuy^ Y = ■+ 2nmjr sin y^ 7i=^^^!inmycosy — g*^ 



ce qui ne satisfait pas aux équations précédentes, excepté au pôle, où 
Ton a y=rgo^. En tout autre point de la Terre, la figure permanente 
d'un liquide tournant dans un vase, autour d'un axe vertical, est 
donc rigoureusement impossible, à raison du mouvement diurne de la 
Terre j mais la vitesse angulaire n de ce mouvement étant une très 
petite fraction , moindre qu'un millième, quand on prend la seconde 
pour unité , il sVnsuit que cette impossibilité ne saurait être reconnue 
par l'expérience. 

(6). Reprenons actuellement les équations (e) du mouvement ap- 
parant d'un point matériel entièrement libre ; et supposons d'abord 
que la direction de la trajectoire s'écarte très peu de la verticale ; en 

sorte que les cosinus^ et ^ , des angles que fait la tangente au point 
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quelconque M, avec les axes horimntmx des x et des ^^ soient de 
très petites fractions , dont on négligera fes carres et le produit. Les 
expressions de j^^j^ Zy en fonctions de f, seront dtlFërentes, selon que 
le mouvement aura lieu dans le sefts de la pesanteur on en sens con- 
traire; nous considérerons ces deux cas successivement en commen- 
çant par le premier. 

Soit doncD un point de la verticale Oz^ oix le mobile ëtait situé k 
l'origine du mouvement et d'où il a été abandonné , sans vitesse ini« 
tiale, à laction de la pesanteur. J'appelle h la hauteur DO de ce point 
de départ au-dessus du sol ; puis , sans changer les directions des jc 
et des jr , je mets k — z k la place de z dans les équations (e) et (/) ; 
de manière que la nouvelle ordonnée z soft comptée à partir du 
point D et dans le sens de la pesanteur. Si Von compte aussi l^are 5 k 
partir de ce point et dans le même sens que z , on aura 

dS = dZy s =: Zy i^ = ~ 



dt ' 



dx^ . dy 



en négligeant ^ et •^* L'équation (/) deviendra 

^z dz^ j ft^ 

on pourra Femplc^er au lieu de Tune des trots équations {e)^ don) 
elle est une conséquence*, en conservant les deux premières , on aura, 
en même temps, 

û?*« fdy • , dt \ ^ iz^éx 



(«0 

d» r dx • . d% dr I ^ ' 

Jte multiplie l'équation {f) par idz , j'intègre ses deux membres et je 

fais 






I du 
c dz^ 
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il en résulte 

I du 



i au y» _> 



équation linéaire et du premier ordre, dont l'intégrale complète est 

et où l'on pourrait supposer que § et c fussent des fonctions quelcon- 
ques de z : on désigne ici, et Ton continuera de représenter dans tout 
ce Mémoire^ par e la base des logarithmes népériens. 

En remettant pour u l'intégrale que cette lettre représente , et dif- 
férentiant ensuite par rapport à z , il vient 

d oix Ton tirera une fonction de z multipliée par dz y pour la valeur 
de dty puis une expression de< en fonction dez. Ainsi l'équation (/O9 
du second ordre, à cœf&cients variables et non linéaire, est néan- 
moins intégrable sous forme finie , quels que soient les coefficients 
g et c. Gomme ils sont dans la question présente, des quantités 
constantes, on aura simplement , par les règles ordinaires, 

dt ~ (c^V^-l- e-'^l/c' 



en observant qu'on doit avoir -^ = o et z = o, quand f = o. 

Je substitue cette expression de ^ dans les eqiwtioiii {fl)i ^ «t j'y 
fais , en outre , 



àx dr 



Elles deviennent 



4 . 
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D'après la théorie des équations difTérentielles linéaires^ pour intégrer 
celles-ci , je fais, d'abord abstraction du second membre de la première. 
J'en déduis alors ces deux autres équations : 



dont les intégrales sont 

arc (tang =|^ = B -h mtsin^, 
en désignant par A et B les deux constantes arbitraires. On en conclut 

a8in(2iU8iiiy) + &co»(anlginy) 
acos(amiiny) — ftttn(am»în>) ^ 

a et ô étant deux autres constantes arbitraires qu'il faudra changer 
conformément à la théorie citée , en des variables inconnues , pour 
avoir égard au second membre de la première des équations données, 
et déterminer les valeurs complètes de p et 7. 
De cette manière , on aura 

«in (an^sin 7) ^ -f- cos (amsin y) ^ = a Çef^î* — er*"*') nl/scosy, 



c 
da • / • \ db 



COS (anfsin7)-5j — sin (an* sin 7) ^«—Oj 
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d'où l'on tire . 

da = an i/^ cos7 («"^' — e- ^*') sin(ant siny) dt , 
db = in y/^ cos> {&^'* ~ e -♦''') ces {int sin y) dt. 

J'intègre ces différentielles, puis je substitue leurs intégrales à la 
place de a eti, dans les valeurs de je» et 7, ou des vitesses-^ et -j^. En 
déterminant les constantes arbitraires par la condition que ces 
vitesses soient nulles quand f = o , il vient 

> 

^ __ 4iyco8y pri D(an<8Îny) {^^' — r^^^Q n siny "! , 

d'où il résulte finalement 

les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent avec ty 
afin qu'on ait aussi x = o et^ = o pour t = o. 

Lorsqu'à son départ du point D , . le projectile aura reçu une très 
petite vitesse horizontale dont les composantes parallèles aux axes des 
xet^ seront désigna par a^ et &% il est aisé de voir que les quantités 

qu'il faudra ajouter aux valeurs de ^ et -£ seront respectivement 

2fl^co8 (ini siny) ■4- a&^sin (ayi/sin y) aé' cos (an/ sin y) — aa' sin (ani sin y) ^ 

et^ en même temps ^ il faudra augmentera: et /, des intégrales prises 
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depuis t=Oy de ces mêmes quantités multipliées par ^. On suppose, 
dans la question présente , que af et 1/ sont zéro. 

(7). Si l'on fait abstraction delà résistance de l'air, il faudra faire 
c = o , et l'on aura 

^ == ^S^ [2»ïsin7 — sin (anf sin >)] , 

^ ^ ^^[i — cos(2nfsin7)— 2ii»<»sin»y], 

pour les formules relatives au mouvement dans le vide. 

Quelle que soit cette résistance , ou la valeur de c, il est facile de 
voir que le coefficient de dt sous le signe/* dans Texpression de j?, est 

toujours au-dessous de j; l'intégrale est donc moindre que -f, et, 

conséquemment , la valeur de a: est positive ; ce qui montre que la 
déviation du projectile dans le sens du parallèle , se fera toujours vers 
ïest ou dans le sens du mouvement vrai de la Terre. £n observant 
que la vitesse n de ce mouvement est une fraction moindre qu'un 
millième, quand on prend la seconde pour unité, de sorte que le 
produit nt ne peut être aussi qu'une petite fraction , dans toutes les 
expériences qu'il est possible de faire sur les déviations horizontales des 
corps qui tombent d'une hauteur considérable, on conclura, sans 
difficulté , de la comparaison des valeurs générales de a: et ^ , que la 
deuxième doit être regardée comme insensible par rapport à la pre- 
mière. C'est donc aux erreurs inévitables de ce genre d'observations 
qu'il faut attribuer les déviations dans le sens du méridien , que quel- 
ques physiciens ont observées. Il suffira par conséquent de considérer 
la déviation dans le sens du parallèle , ou la valeur de x. 

En négligeant le carré de nt dans Tintégrale qu'elle renferme, on 
aura 

r ,, "' ., =-i=.arc(tang= e'»^^)- ^', 
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Tt désignaçtty à l'ordioaire, le rapport de la circonférence au diamètre. 
Si Ton appelle le temps total de la chute employé par le mobile pour 
atteindre le sol, ou tomber de toute la hauteur DO, et que Ton dé- 
signe par ^ la valeur correspondante de x, on aura donc à très peu 
près 



c L. 



-r«=r arc Vtang — e^^ } -^ --= ; 



cette hauteur DO ayant été désignée par A , on aura , en même temps , 

et dans ces équations il faudra faire 

^ == 8^' êr=(9>8o557)(i — o,oo2588 . cos 2>) , 

en prenant la seconde et le mètre pour unités de temps 6l de longueur. 
Quand les valeurs de A et de d seront données par i'obsen^vation , la 
seconde de ces équations fera connaître la valeur de c relative au 
projectile dont on aura fait usage, et la première déterminera ensuite 
la déviation horizontale, que Ton pourra comparer à celle qui aura 
été observée. 

Pour donner un exemple de cette comparaison , je choisis les expé- 
riences faites en i833, dans les mines de Preyberg , par M. le pro- 
fesseur Reich. Les valeurs de A et de étaient 

h = i58,54, 9 == 6,o6; 
dans le lieu de Tôlyservation , on avait 

y = 50^53% g = 931075 i 
au moyen de ces valeurs, on trouve après quelques essars, 

h s/Yc = 0,95 > \ ^ 4oa,o I , 
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de sorte que la ligne représentée par ' était sensiblement égale à 
4oo mètres; et Ton trouve ensuite 

iT = 0,027494, 

ou à pçu près vingt-sept millimètres et demi. M. Reich a conclu, de 
la moyenne de 106 observations, 

J" = 0,0283965 

ce qui diffère du résultat du calcul, de moins d'un millimètre. Dans 
le vide , pour la valeur donnée de la hauteur h , on aurait 

ô = V^f = 5,685i 

et en négligeant le cube de nt dans Texpression de x qui répond à 
c := o , et 7 faisant ^ = 6 , on aurait aussi 

^ ==" J S^^ cos y = 0,027644 h 

en sorte que la résistance a augmenté le temps 9 de la chute du mobile, 
de 0,376, ou d'un peu plus d'un tiers de seconde, et diminué la dé- 
viation J", de 0,0001 5 , ou de moins d'un sixième de millimètre. 

(8). Je suppose maintenant que le projectile soit lancé verticale- 
ment et de bas en haut, avec une vitesse donnée que je représenterai 
par a. 

En comptant z dans le sens de ce mouvement et à partir du 
point de départ O , cette ordonnée sera positive dans toute l'étendue 
de la trajectoire ; mais la différentielle dz sera positive dans la partie 
ascendante de cette courbe , et négative dans sa partie descendante. 

Or, si Ton néglige comme plus haut les carrés -^ ^^ ^, on aura 

</5 = + dz'^ et la différentielle 1/5 devant être constamment posL- 



DES PROJECTILBS DANS L'AIR. 55 

positive (n* 2), il faudra prendre ds^=dz dans la première partie ;, et 
ds=:' — dz dans la seconde; au moyen de quoi, Pëquation (/) aura 
ces deux formes différentes, savoir.: 

de ~ ë ~ ^ d?^ 
pendant que le mobile s'élèvera , et 

d^ S ^^ ^ d^^ 

pendant qu'il descendra. 

L'intégration delà première de ces deux équations donne 

^^ (a |/ csin t \/gc + f/^ cosi ^gc) ^c ' 

^ "^^ ^ ^^6 ( ^ V ^ sin * V'g^i? + cos f ^^)y 



— = a et z = o quand f = o. Ces expressions de -^ et z en fonctions 

dz 



oii Ton a déterminé les deux constantes arbitraires, par les conditions 

di 

de t^ auront lieu jusqu'à l'époque où Fou aura ^ = o et où le mobile 

cessera de s'élever ;en appelant 0^ le temps de sop élévation, on s^ura donc 

a \/c cos y \/gc — \/g sin V \/^c = o j 
d'où Ton tire 



•• .• * 



et par suite 



en désignant par h' la plus grande hauteur à laquelle le mobile 
parviendra. 



1» 
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Après le temps fl^, le corps commencera à descendre, et les valeurs de 
^ et de z relatives à la seconde partie de son mouvement, s'obtien- 
dront en intégrant la seconde équation différentielle du second ordre 
et déterminant les constantes arbitraires , par les conditions -^ = o et 

z=i h' quand f = 0^ ; ou bien , si Ton transporte l'origine des coor- 
données au point le plus haut de la trajectoire, que l'on compte les 
z dans le sens de la pesanteur, et le temps t à partir de l'époque où le 

mobile commence à descendre , les expressions de ^^ et de z en fonc- 
tions de ty seront celles du n^ 6. Elles subsisteront jusqu'à ce que le 
mobile soit retombé sur le sol , ou que l'ordonnée z, ainsi comptée, 
soit devenue égale à A^ ; en appelant donc 6^ le tenlps de la cbute, et a^ 
la vitesse au point le plus bas, on aura 






à c«^a$e de la v^eur précëdente de h', Qp en conclura 
et de là on déduit 

V^gc ^\ i/g )^ 

a. = 5^-^ 



' \/a'c + g 



Le temps total de l'élévation et de la chute successives du projectile 
peut être déterminé par.i'observation; en le désignant par fl, son 
expression sera la somme de ^ et ô, , en sorte que Ton aura 

9Vfc = arc(tang = «/f) + Iog(t::^^^^); (g) 
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équation que Ton pourra faire servir k la détermination de la cons- 
tante €9 relative au mobile dont on aura feit usage, lorsque la vitesse 
de projection a sera connue. 

Pour donner un exemple numérique de l'application de ces diverses 
formules, je suppose que cette constante c et la gravité g soient 
les mêmes que dans le cas du numéro précédent, et que la vitesse a 
soit aussi celle qui élèverait le mobile à une hauteur f^ égale à la 
hauteur h qui avait lieu dans ce même cas , de sorte qu'on ait 

C = 0,0026, g = 9,81075, hf = 158554. 

en prenant toujours le mètre et la seconde sexagésimale pour unités 
de longueur et de temps. L'expression de h' en fonction de 0, donnera 
réciproquement 

a = v/f («■* - «) = 68,89; 
on aura aussi 



.»• 



a, = y/f (i — e "'0 = 46,35 j 

le temps 9^ de la chute sera 6,06, comme dans le cas du numéro 
précédent^ et quant au temps de l'élévation , on aura 

9' = 5,3i8, 

d'après son expression précédente en fonction de a. Dans le vide , on 
aurait , par les formules ordinaires , 

a= a = 55,77 , fl, = y - 5,685. 

Pour une élévation à la même hauteur A ' , la vitesse de projection a 

est donc moindre dans le vide que dai^ l'air , ce qui devait être 

évidemment ^ mais , à raison de cette difierence des vitesses , le calcul 

montre que c'est le temps ' de l'ascension dans le vide qui est 

le plus grand. 

5.. 
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(9). Pendant toute la durée de l'ascension du projectile, son mouve- 
ment horizontal sera dëterminë par les deux premières équations (e) y 

dans lesquelles on fera ds=dzy et où Fou substituera pour ^, son expres- 
sion en fonction de ^ et de a du numéro précédent. En y faisant y 
en outre 

dt — Fy di — ^ ? 
elles deviendront 

m 

ffe' ^^f sin y -f- (^V^gcôil t/j^j-- V geint \/g^)y gc pi 

— an^gccos y ( ^g sin/ ^gc — a \ /ccoBl V^gc ) 

a^csïnt^gc + V^gcos^{/gc ' 

^ -t- inp sin y -h --^ — ^- ^ ^ ,— ^ ^ ^^ ^ ^ /J: ^ a' = o. 

, ^* ' aycsmiYgC'\'yg^o%iVgc ^ 

En intégrant ces deux équations simultanées de la même manière 
que celles du n^ 6, et en remettant ensuite pour j]/ et q' les vitesses 

^ et -^ qui doivent être nulles quand f = o , on trouve 

dx ^v^a ^ g ain>cos> ain (awfsiny) 4" ^"g* |/^co8y coe (a/if sîd y) 

di {gc-^ i^'sin' y) («l/c sin i Vgc-^ ^g cos / V'g^) 

vigtxMy 
^~* gc — 4^^8in^' 

4r 4^*^ V^^ ^"^> cos > cos (amsin ^) — a/y y/^ cosy ain(an< sin y) 

^ (yc — 4»' sin'j.) (a (/ c sint ^/^ + ^gcos t {/gc ) 

4>^ y^gBinyco»y(ay^ccoB i \/gt: — V^gBÏn i ^gc) 
V^igc^ ^n^Aïk^y) {a |/c8in t V^gc -|- V^^cos t V^gc) ' 

d OÙ Fou tire 

__ 4^'a j/^ siny co8^ + awy t^^T cos y — - a/y<cos> 

g^c — 4/i*8in'^ ' 

4n*g t/^y siilycosy — awg- y^gTcosy 

gc — 4'**Wû'y 

4n*8inyco8> i / /c . ^/ ,y \ 
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en faisant 9 pour abrëger^ 

Bia(2nisiny)di rp 

al/csÎD I |/^c •+- |/^cos< V/^ ' 

C09 (aw/ sin y) di rp/ 

a V^ c tin t ^gc + V^^cos < t/^ ' 

•t supposant que ces intégrales s'ë?anouissent avec ty afin qu on ait 
X = o et jr = o , quand f = o. 

Si la vitesse de projection a n'est pas extrêmement grande, le pro- 
duit nt ne cessera pas d'être une petite fraction, et parla comparaison 
des valeurs de x et de /, on s assurera facilement que la déviation r 
dans le sens du méridien , *sera aussi très petite et négligeable , par 
rapport à la déviation x dans le sens du parallèle. Quant à celle-ci 
si l'on néglige le cube de n dans son expression , et si Ion y supprime, 
en conséquence, le terme qui contient T, on aura 

OÙ Ton prendra 



v = r 



dt 



a i^ein i ^gc + l/icosi ^gc ^ 



OU , ce qui est la même chose , 

Ces intégrales s'obtiendront par les règles ordinaires : si on les étend 
depuis t = o jusqu'à f=Ô', et en ayant égard à la valeur de 9' du 
numéro précédent , on trouve^ toutes réductions faites , 

■ 

* T' Vé = ' loe V^'«»'Vg L±Lg.t/c. 

et en désignant par y la déviation x qui répond à ï = d' , ou au point 
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le plus haut de la trajectoire , il en résultera 

J'appellerai IV ce point le plus élevé, et je désignerai par af et S^ 
les composantes parallèles aux axes des x et des jr ^ de la vitesse 
horizontale dont le mobile sera animé en ce point. Leurs valeurs se 

déduiront de celles de ^ ®t ^ qu'on vient de former, en y faisant 

t = ô^; d'où il résultera 

r awy^y cos y m cos y 

-u 4^*(a — ffi*) gin y cos y 

I 

en négligeant toujours le cube de n. Cela étant, si Ton transporte 
l'origine des cordonnées en EK; que l'on compte les z dans le sens de 
la pesanteur, et le temps t à partir de l'époque où le mobile a atteint ce 
point D^, les déviations horizontales du mobile, pendant toute la durée 
de sa chute, seront exprimées par les formules du n^ 6, en ayant égard 
aux termes relatifs aux vitesses al et II indiqués à la fin de ce numéro. 
Au degré d'approximation où nOus nous arrêtons, ces termes^ dans 
l'expression de jr, se réduiront à 

A" ^ B ^^ > 4"oos> \ r àx . 



Tintégrale étant prise depuis it=o. Dans l'expression dej^, ils auront 
n^ pour facteur ; en sorte que la déviation dans le sens du méridien 
continuera d'être très pet^ et négligeable par rapport à» la déviation 
dans le sens du parallèle. En représentant par J"^ cette dernière dévia-- 
jtion, comptée à partir de la verticale du point ly, et qui aura lieu 
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quand le projectile sera retombé sur le sol, la valeur de ^^ se déduira 
de celle de J' du n^ 7, en y faisant *=ô, , et y ajouUnt la formule qu'on 
vient d'écrire , dans laquelle on étendra l'intégrale jusqu'à cette valeur 
de t. De cette manière , on aura 

Le temps 0^ est ici celui de la chute totale du mobile, dont la 
valeur a été donnée dans le numéro précédait, et d'après laquelle 
l'expression de la déviation ^' , pendant l'élévation du mobile, pourra 
s'écrire sous cette forme : 



Maintenant , soit J" la déviation totale du projectile, oiRmptée de son 
point de départ O et sur le sol, à Vest ou à Vouest de ce point, 
selon que sa valeur sera positive ou négative ; nous aurons évidem- 
ment 

résultat que l'on pourra comparer à la mesure directe de cette quan- 
tité i. 

Dans le cas du vide ou de c=o, les équations (é) ne contiennent 
pas ds ; elles conviennent donc aux parties ascendante et descendante 
delà trajectoire^ et comme elles sont linéaires et à coefficients constants, 
on en peut déduire les valeurs exactes ée x ^jr^ Zj en fonctions de f , 
par les règles ordinaires. Pour plus de simplicité , si l'on néglige le 
carré de n, on trouvera 

le temps i étant compté à partir du départ du projectile, c'est^à- 
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dire, à partir de Tëpoque où x^y^ z, ^, ^, sont zëro, et oii Ton a j^"^» 

Quand le mobile sera retombe sur le sol ^ on aura encore z = o ; si donc 
on appelle toujours d le temps entier de son élévation et de sa chute 
successives , et «T sa déviation totale dans le sens du parallèle , il en 
résultera 

Cette valeur de ^ montre que la déviation aura lieu à V(me%t du 
point Oy et sera proportionnelle au cube de la vitesse de projection. 
On la déduit aussi de la somme des valeurs de J" et i'^, en déve^ 
loppant y suivant les puissances de o ^ d'abord les expressions de ^ et 9^ 
ce qui donne 



puis celles de ^' et J"^; et faisant ensuite c==^o ^ d'où il résulte 

en sorte que les deux déviations successives i' et h^ sont égales, dans le 
même sens , et moitié de la valeur de ^ qu'il s agissait de vérifier. 
Pour c = p , l'expression précédente de o^ se réduit à 

i na* GOf y ^ 

ce qui s'accorde aussi avec celle que l'on obtient en faisant ' = - , dans 

l'expression de ^ relative au mouvement dans le vide. 
(lo) Prenons pour exemple, comme précédemment, 

y = 5o*»53', g = 9,81075, i = 4oo,oi, 
a = 68,89, ^ = 5,3i8, «,== 6,06; 
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nombres qui supposent que le mètre et la seconde sexagésimale soient 
les unités de longueur et de temps , et qui répondent à une ëlëvation h! 
du mobile dans Tair, égale à i58"',54* A cause de 
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on trouvera pour ses déviations 

\ ^ == — o,o455oa , J) =a — o,o3647 1 , «T •— ~ 0,081973 j 

de sorte qu'elles s'observeront à V ouest àxi point O, et* que celle qui a 
lieu pendant Tascension du projectile surpassera l'autre d'environ 
9 millimètres. On aura , en même temps , 

al — 0,0120439 

pour la vitesse horizontale du mobile au point le plus haut de la 
trajectoire j et c'est à raison de cette vitesse, dirigée vers. Vouesty 
que dans cet exemple , le corps retombe à V ouest du pied de la verticale 
de ce point, et non pas à Vesty comme dans le n^ 7. La hauteur 
h' restant la même, on aurait, dans le vide, 

a = 55,774, fl=5,685i, ^^= — 0,110572; 

ce qui fait voir que la résistance de Pair a diminué la déviation totale 
d'environ 28 millimètres. 

Pour donner un second exemple , je supposerai que le projectile ' 
soit une balle de plomb lancée verticalement par un fusil d'infanterie , 
et que sa vitesse de projection soit 

a = 434* 
Si l'expérience est faite à Paris, on aura 

7 = 48<'5o'i4", ir = 9*80896} 

6 
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et pour plus d'eiactitude , si Ton veut tenir compte de la perte de poids 
du mobile dans lair, il faudra diminuer un peu cette valeur de gy 
et la réduire à 9,80750. 

En répétant l'expérience un grand nombre de fois , et observant 
à chaque épreuve la durée totale de l'élévation et de la chute successives 
du mobile, si Ton prend la moyenne de ces durées pour le temps d, 
l'équation (g) fera connaître le coefficient c de la résistance^ relatif au 
projectile dont on aura fait usage. Pour fixer les idées, je prendrai 

c = 0,004 ; 

m 

valeur qui se déduit de celle qui avait lieu dans l'expérience de 
M. Reich , en admettant que ce coefficient soit en raison inverse de la 
densité et du diamètre du projectile , et que dans cette expérience, où 
il avait o,oo25 pour valeur, la densité du mobile était environ les 
deux tiers de celle du plomb , et son diamètre à peu près deux fois 
et demie celui d'une balle de fusil; ce qui donne o,oo25 • | . 7, ou à 
peu près 0,004? pour la valeur de c relative à cette balle. Les unités de 
temps et de longueur sont les mêmes que dans l'exemple précédent. 
Cela posé, par les formules des n^ 8 et 9, on trouvera 

h' = 544>^8, a' = — 0,0208, a, = 499^01 9 
fl' = 7,3567, fl, - 14,474, 

pour la hauteur à laquelle le projectile parviendra, sa vitesse hori- 
zontale au point le plus haut, la vitesse verticale qu'il acquiert eu 
retombant, les durées de son élévation et de sa chute successives ^ qui 
sont, comme on voit, très inégales. On en conclura ensuite 

iT' = — o,ï34o4, <î; = 0,01439, <r=— 0,09965. 

La déviation ^/, qui a lieu pendant la chute du mobile, se ferait 
donc à Vest du point O; ce qui signifie que la vitesse horizontale, 
acquise k lowe^* pendant Télévation, ne suffirait pas, comme dans 
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l'exemple précèdent, pour rendre la valeur de ^, négative. Dans le 
vide, on aurait, pour la même vitesse de projection, 

A' =.9601, a' = — 0,9217, tf, = «=434} 

^==^^ = 44,245, «r'«:^,=i— 37,186, 1^=^54,371; 

* 

où Pon voit combien les résultats seraient différents de ceux qui ont 
lieu dans lair, surtout à Tégard de la déviation ^ que la résistance 
du fluide réduit à environ un 5oo« de sa valeur dans le vide. 

Les auteurs qui ont écrit sur la Balistique ne s'accordent pas 
sur le coefficient c de la résistance de l'air: plusieurs même le sup- 
posent dépendant de la vitesse du mobile; ce qui revient k considérer 
la résistance comme n'étant pas proportionnelle au carré de cette 
vitesse. D'après son expression le plus généralement adoptée ^ et que 
j'ai citée dans mon Traité de Mécanique^ on a 

p étant le rapport de la densité de l'air à celle du projectile ^ et d son 
diamètre, exprimé en mètres. Le rapport de la densité du plomb à celle 
de Teau étant 1 1 ,35^, et en prenant 8^5 pour celui de la densité de l'eau 
à la densité de 1 air, qui répond à la température , à l«i pression et 
au degré d'humidité ordinaires, on aura, à peu près, 
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P = — - • 



et si le diamètre de la balle est 

d^ia o,oi635. 



il en résultera 

0=0,0029275, 

OU environ ks trois-quarts de la valeur de c, dont nous venons de faire 

6.. 
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usage. Toutes les autres données restant les mêmes , on trouve 
y = — OjtloySS, iJ;,= — 0^00014? ^=^ — 0,2099, 

c'est-à-dire une valeur de J'à peu près double de celle que nous avions 
obtenue. Cest daprès cette valeur de p qu'on a effectue plus haut, 
la diminution de valeur de gj due au poids de l'air déplacé par la 
balle. 

(il). G>nsidérons actuellement le cas général où le mobile est 
lancé du point O, suivant une direction quelconque , qui fait avec Taxe 
vertical Oz, un angle donné 6; et désignons par a sa vitesse ini- 
tiale. 

Soit OA la projection horizontale de cette direction; appelons € 
l'angle AOj: que fait OA avec Taxe Ox des a: positives (n** 4) i augle qui 
sera compté vers le nord à partir de Ox , ou à la gauche de l'observa- 
teur placé en O et tourné vers Vesty et qui pourra s'étendre depuis zéro 
jusqu'à 36o^. Par le point O, menons une autre droite horizontale OB, 
perpendiculaire à OA, et telle que Tangle BOx soit égal à é+ 90"'. En 
désignant par u et i^ les deux coordonnées horizontales du point quel- 
conque M de la trajectoire^ rapportées à ces axes OA et OB, on aura 

X =• ucùsC — i^sin€y ^ = wsinC-H-f^cosfi, 



pour les valeurs de ses anciennes coordonnées x et jr. 

Si l'on n'avait point égard à la rotation de la Terre , ou à la frac- 
tion 71, le projectile ne sortirait pas du plan vertical des axes OA et Oz ; 

pendant toute la durée du mouvement , Fordonnée i^ et la vitesse -^ , 

perpendiculaires à ce plan , seront donc des quantités de l'ordre de 
petitesse de n \ nous négligerons , en conséquence , les^ carrés et le 

produit de -£ et de n. Nous aurons alors 
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et les équations (e) deviendront 

^cosS — ^8me=2n-^sm€sin>— an^ cos> 

â^u • A à^v ^ <ftt ^ • ds du » J9 ds dv . g, 

^s du fi ds dz ' 

^=2n7^cos€cos>-^ — c-j,^, 
ou 9 plus simplement 9 



d^U ds du dz ga 

ipu ds du du dz • >o • \ /z\ 

w^^di ■di=-^'^-di^'^y -^ ^^^di^'^^ ^yy } W 

d'z ds dz du fi 

^-l-c-r -r-f-ff = 2n-i-cosbCOsy. 

A» dt dt ^ di ' 

Pour déterminer les six constantes arbitraires que renfermeront les 
intégrales de ces trois équations , on aura y pour < = o, les six conditions 
initiales : 

ii=:o^ i; = o, ;e=o, -^ =a cosa^ -^^ = 0, -^ =asiutf, 

où l'on a fait h = 90^ — a , de sorte que « soit Tangle compris entre la 
direction de la vitesse a et sa projection OA5 qui sera positif ou né- 
gatif 9 selon que le mobile aura été lancé au-dessus ou au-dessous du 
plan horizontal 5 mené par le point O. 

(12). Si l'angle a est positif et très petit, la trajectoire s écartera 
aussi très peu de la droite OA, tant que le projectile sera au-dessus de 
ce plan horizontal. Dans cette partie de la courbe^ on pourra négliger 

le carré de -^ ; et comme la différentielle du sera constamment posi- 
tive , on aura alors ds = du. 
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En négligeant également le produit n ^ , les équations (h) se rédui 
ront à 



dF " 




= o, 


dt-" 


du d9 


du • 



d^9 du dz . iht jo 

m 

OU bien ^ en faisant 

du I dv j d% 

dt "' rf« ^^ di 



% 



et observant qu'on aura 



il en résultera 



d*u^^^ /du* d^v ^^^ idv' ^*__ id%' 



5j^^6V = 0, 



\ 



K 



df/ j 

— -I- C^ = — 2/1 SID 7. 



V--4- €îjz/=— ^-f- 2ncosCcos>. 



rftt - --^ m' 



EU même temps, les conditions initiales qui serviront à déterminer 
les constantes arbitraires , dans les intégrales de ces trois équations 
difTérentielles du premier ordre , seront 



u'=5:a, 1^ = 0, z^s=aa, 



pour u c= o , en négligeant le carré de a. 

De cette manière^ on trouvera , sans difficulté , 



f/r 




|/ = 


^ ansiny ^^ 
" c ^ 


7!^ 


:? acte 2- 



(cm — ci»\ an coaC «Oty / -••««N 
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La ppetuière de ces formules (Jonigre, 
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rft= -e"" dui 



d'où Ton tire 



t =^ (e" — i), u=l Jog (i -^Mt). 



A cause de 



^v 



dz 






nous aurons aussi 



j an sin > / «» 



ae 



dz = *du^-^{e^ 



^urc 



)j ancosCcosy/ eu \ , 



€IC 



1^ / 



et en intégrant et déterminant les constantes arbitraires, il en résul- 
tera 



z 



2/1 sioy / eu 



eu 



), 



AU 



^a*c 



L("- 



^ 



2CU 



) 



an cosC cosy^ ^>^ 



âC 



(eu 
e - 



eu 



) 



Ces deux dernières équations seront celles de la trajectoire à double 
courbure; en y joignant la valeur de u en fonction de t, elles feront 
connaître les trois coordonnées, ou la position du mobile à un instant 
quelconque. 

(i3). Pour en énoncer les conséquences, menons par le point O , 
un plan perpendiculaire à OA et un plan horizontal. 

Soit ^ la distance au premier plan, du lieu E où le projectile retom- 
bera sur le second; cette distance ^ exprimera la ^rt^ horizontale; et 
comme ce sera la valeur de u qui répondra à z i==o, on aura , pour la 
déterminer, l'équation transcendante : 



a^ 



g C aw \ ancosCcosy / «?♦ \ / •% 
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que l'on résoudra par des essais , lorsque les valeurs numëriques des 
quantités différentes de ^qu'elle contient, seront données, et qui fera 
connaître, réciproquement, V angle du tir^ ou l'angle a, qui correspond 
à une valeur aussi donnée de m. 

Si cette portée et cet angle se rapportent d'abord au cas où l'on a tiré 
dans le plan du méridien, on aura £c=a 90^ ou £=270% selon que ce 
tir aura eu lieu vers le nord ou vers le midi; et, dans les deux cas, 
n disparaîtra de l'équation précédente qui se réduira à 



a/9 - ^ 



^c^c 



ï {e^ — 'xcmf ~ i) = o. (;) 



Soit ensuite <9 -^ n , ce que devient la portée lorsque l'on tire sous lé 
même angle a, et avec la même vitesse a , dans un autre plan vertical; 
selon que la quantité n sera positive ou négative, elle arrimera 
l'augmentation ou la diminution de la portée, due au mouvement de 
la terre ; et si l'on néglige son carré, ainsi que le produit nu, dans l'é- 
quation (/), on en déduira 

ana cos C cos y ( e-— cv ^ I ) 






•fl'c* 



Soit aussi et -+- f Tangle sous lequel il faudra tirer dans cet autre plan , 
pour que la portée reste égale à ^, de sorte que f âoit l'augmentation 
positive ou négative de l'angle du tir, due au mouvement de la terre; 
l'équation (1) donnera immédiatement 



ancosC cosy / «• 



ac*i 



\e^ — c^~ 1). 



Le point de chute Ë appartenant à la branche descendante de la trajec- 
toire, la vitesse-^ y sera négative; ce qui rend positif, d'après la valeur 

trouvée pour z' , le dénominateur de l'expression de n , et cette expres- 
sion , de même signe que cos C , tandis que celle de f sera de signe 
contraire. Il s'ensuit que si l'on tire, par exemple dans un plan vertical. 
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tangent au plan da parallèle, et sons le même angle a que dans le plan 
dtt méridien , la portée 4r sera angmentée ou diminuée , selon que ce 
tir aura lien vers Vest ou vers Youest;et pour atteindre à la même por- 
tée^ il en résulte aussi qu'il faudra diminuer Tangle et, quand on tirera 
▼ers Yest y et Faugnienter, lorsque l'on tirera vers Vouest. 

L'angle a restant le même y et le tir ayant lieu dans le plan vertical 
qui répond à l'angle AOa; égal à €, si Ton appelle Çla valeur de Tor- 
donnée z correspondante k u=^^, et qu'on ait égard à l'équation (j) 
et à la valeur de i , on en conclura ' 



Cancoêb cosy / ^^ \ 



«47. 



Enfin y soit A la valeur de ^ qui répond à li = <ar , ou la déviation ho- 
rizontale du projectile, mesurée par la perpendiculaire abaissée du point 
E sur la droite OA i nous aurons 



ansin 



— r^ve — c«r — iK 



Cette quantité étant indépendante de é, et toujours négative, cela mon- 
tre que la déviation dont il s'agit tombera sur le prolongement de 
Taxe OB, c'est-à-dire à droite de Taxe OA, en regardant du point O vers 
le point E. Par conséquent, si Ton fait coïncider successivement la li- 
gne OA, avec les quatre demi-axes des x et j'y ou , autrement dit ^ si 
l'on tire successivement vers Vestj le nordj Vouest et le midij les dévia- 
tions horizontales du projectile auront lieu respectivement, vers le midiy 
Vesty le nord et Vouesty en conservant une grandeur constante. 

On peut remarquer qu'il existera entre les quantités i^ et A , ce rap- 
port très simple : 

Ç= — A cos C cot >, 

qui ne dépendra que de l'angle € et de la latitude y du lieu de l'observa- 
tion. 
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(ï4)- Appliquons ces difiiéroiils Fësuluts aft kk ii la c»M?. Peur cela^ 
supposons le centre G 46 la cible ^ placé sor la droite QA 9 et soo plan 
perpeqdicalaire à ceUe droite; dans. ce plan^ menons par le point C ^ 
4»WL drmtes, Tane horizontale, et l'antre verticale; supposons que 
le soldat 9 qui tire, du point O, «yise de son mieux years le point 
C, et que le fusil soit juste, ou n'ait, par sa construction, aucune ten- 
dance à abaisser ou élever les coups , ni à les faire dérier à droite on à 
gauche. On prendra la distance donnée OG pour la valeur de «r; et ks 
quantités a et c étant aussi données, on calculera Fangle a au moyen de 
l'équation (y). Or, à raison du mouvement de la terre, le point G^, oii 
le centre de la balle atteindra le plan de la cible, suffisamment étendu, 
s'écartera du point G, et ses coordonnées rapportées aux deux lignes me- 
nées par ce dernier point, ou , plus exactement, leurs valeurs moyennes, 
déduites d'un très grand nombre d'épreuves, seront les quantité 
Ç et A. 

Gela posé , si l'on mesure à chaque épreuve , les coordonnées de G^ ; 
que l'on regarde comme positives, celles qui tombent , soit au-dessus 
de la ligne horizontale, soitàgsuche, par rapport au soldat, de la ligne 
verticale, et comme négatives , celles qui tombent, soit au-dessous, soit 
4 droite ; et si l'on désigne par m et par /t», les sommes de toutes ces or- 
données verticales et de toutes ces abscisses horisontales, divisées par le 
nombre tot^l des preuves , supposé très grand, on aura, à très peu près 
et très prababloment (^) 

Quelle que soit la direction du tir, ou la grandeur de l'angle €y la'dé- 
viation moyenne ft aura lieu à la droite du soldat, et convergera vers la 
quantité A, négative et indépendante de C. Mais la moyenne m 
variera avec cet angle : elle sera nulle , quand on tirera dans le plan du 



(*) Voyez , sur ce point , mon Mémoire tur la Probabilité du Tir à la Cible, inséré dans le 
n* ly du Mémorial de tAniUerie. 
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•méridien; eUe atteiadra woa maximum dans le plan taiftfent À celui 
du parail^e, et r^fKmdra à nn point G^, sitnë aanlestus cm an-dessMis 
de la ligne horizontale ^ men^ par le point C, selon qti'on tirera vevs 
Vest ou vers l'oue^f. Si l'on veut que cette moyenne m soit nulle dans 
un plan vertical quelconque , comme dans le méridien , il faudra pour 
chaque angle C^ augmenter la distance AG, de la quantité ny en 
Conservant le même angle a, ou hien augmenter cet angle, de la quan- 
tité f , en conservant la même distance AG. 

Voyons maintenant quelles peuvent être les valeurs numériques de 
ces déviations Cet A, et s'il sera nécessaire d y avoir égard dans la pra- 
tique. 

Gomme dans le dernier exemple du n^ lo, je prends 434 mètres par 
seconde, pour la vitesse de projection a y et la même valeur de c, ou, ce 
qui en diffi^re très peu, je fais c :;s::o,oo3 pour la commodité du calcul. 
Je prends aussi 200 mètres pour la distance OG, ou la valeur de ^. Au 
moyen de ces nombres et de la valeur de gy Téquation (/) donne 



27' So". 



On trouve , en même temps, 



x=— o,oo6î, Ç=(o,oo54)costf5 

en prenant pour y la latitude de Paris. Or, ces déviations ne sont pas 
assez considérables pour influer sensiblement sur la justesse du tir, ni 
même pour qu'on puisse les apprécier dans les moyennes de longues 
séries d'épreuves . 

Dans le vide , on aurait 

et en employant les données précédentes, on en déduirait 

« E3B 1 7^ 56", A ô= — 0,00499 C = (^><><>44) «>s C ; 



• • 
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qnantitës moindres que leurs analogues dans l'air , de sorte que, pour 
une même portée et une même vitesse initiale , la résistance du fluide 
augmente Fangle du tir et les déTÎations du projectile dues au mouve- 
ment de la terre. 



(i5). A cause de la petitesse de la fraction n, on peut, quel que soit 
Fangle a, déduire des équations (A), des valeurs très approchées de x^j^^ 
z. Nous allons en donner les expressions, en nous bornant aux termes 
dépendants de la première puissance de cette fraction , dont on a déjà 
négligé le carré pour parvenir à ces équations. 

En négligeant d'abord tout-À-iait la fraction n, on sera dispensé d Sa- 
voir égard à la seconde équation (A), et les deux autres se réduiront aux 
équations ordinaires de la Balistique, savoir, 

€Ê^u di du _ 

"3? "*" ^Â5" — ^' 

d^% dt d% 

dF -^^STl -^« = ^- 



on tire de la première, 



du — « 

^=acosflie 



en comptant Tare 5 à partir du point de départ O ,. et observant qu'on a * 



du 



alors -^ =^ ^ cos a pour s =: o. Si Ton fait ensuite 



dM ^^ du 



la seconde des équations précédentes 



dp du 

dt di — nî 

dit 

«t a après la valeur de 37 r i^ c rësultera 



4= Si 



9es 



<Ai a' c«s* m* 



(*) 



1 
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On aara , en même temps , . 

en sorte que p sera la tangente de Tangle que la tangente à la trajectoire^ 
au point quelconque M et prolongée jusqu'à l'axe des Uj fait avec cet 
axe. Au point O, on aura^=rtang c^^ dans la branche ascendante de cette 
courbe^ p sera une quantité positive et décroissante; au point le plus 
haut^ on aura /i = o; dans la branche descendante j p se changera en 
une quantité négative et croissante. Au point E ou le mobile retombe 
sur la droite OA, si l'on désigne par at l'angle aigu compris entre £0 et 
la tangente à la trajectoire y et par «r là longueur de EO^ on aura 
p= — tang a! pour u= <ar : on appdile a et J^ Fangle de ^r et Fangle 
de chute^ et ^ la portée ; dans le vide on aurait 

f g* tin a» 

' 8 

9 

L'équation (A) ne contenant^ ni le temps f,, ni sa difféteotielle dil , est 
celle de la trajectoire ^ et comme on a 



y/i -H p^ dws^dsy 

si on la multiplie membre à' membre par cette autre équation^ et 
qu'on intègre ensuite, on aura 



A étant la constante arbitraire, dont la valeur se déterminera, en fisiisant 
5 = o et /? s= tangd, et sera , en conséquence , 



A=stang«iy/x+tang'dt-4-log(ta]iga H-y^i -t- tangua) 



ca*co8^« 



Cette équation (/) fera connaître Tare OM delà trajectoire, en fonc- 
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tion de la variable J9 qui se rapporte à son extrëmkë M. En la onnbi- 
nant avec les formules précëdentes y et faisant , pour abréger 

on en déduira , sans difEcultë, 

« 

du;=-^^, dz^^^, dt^^^- (;„) 



équations qui donneront par les quadratures, les valeurs numéri^ 
ques des coordonnées de chaque point M de la trajectoire , et âxx 
temps t que le mobile emploiera pour décrire l'arc QM« Ou en dé* 
duit aussi 



pour la valeur de la vitesse du mobile dfl ce point M^ qui s'exprimera^ 
comme on voit , ^ous forme finie. Au point le plus baut^ par exemple^ 
oii l'on a p = o^ on aura 

Le rayon de courbure au point quelconque M s'exprime également en 
fonction de p ; en le désignant par R^ on a 

.4 

a = % — , 

et , par conséquent , 

Il en résulte que si l'on appelle /la force centrifuge en ce même point, 
on aura 
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de sorte qu'au point le plus haut, elle est égale à la gia^ilë, çequi doit 
être , en effet, puisque ces deux forces s'y font équilibre , quelle que soit 
la résistance de Fair, qui leur est perpendiculaire. 
Si nous faisons 

tanga===â»9 taLUgafi=af, 

et si nous désignons par 6 le temps entier du trajet du projectile, au- 
dessus de la droite OA, ou depuis le point O jusqu'au point E, les valeurs 
de ^ et s'obtiendront en intégrant celles de du et dt^ depuis p = at 
jusqu'à ;? = — »', ou, ce qui est la même cbose, depuis p s= — û»' jus- 
qu'à p = ùf^ en changeant les signes des résultats; ce qui donne 



<9: 



1 r*î^ fl=_î- r* ^• 



Et coname au point Ë,. oa a «=ao> on aura, en outre, cette équation 
transcendante : 



/: 






qui servira à dëterminer la valeur nume'rique de J, quand* celles de 4 
ef de A: seront données. 

Sans la résoudre, on en peut conclure que l'on aura et' >a, ou que 
Tangle de chute surpassera tocgours l'angle de tir. En effet , j'écris d'a^ 
itord cette équation sous la forme 



C'dE r 

Jo p» ~Jo 



p. — u, 



puis ie mets —^ et -^dp k la place dep et «^ dans la seconde iniégralej 
seslimites deviennent zéro et »'; et il en résulte 

r»pdp_ r*' pàp . . 

U P' — ^o Q^' («) 

où l'on désigne par Q ce que P devient par le changement de signe de ^, 
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de sorte qu'oii ait 



Q«=*4.;, y/i^p^^lo^{p^\/i^f^). 



eu observant qu'on a identiquement , 

log ( — p -*- Vi-ï-p^) -f. \og(p ^ \/i ^p^):=o. 



Or, pour une même valeur de py cette quantité Q^ surpasse P^ j les élé- 
ments de la seconde intégrale sont donc moindres que ceux de la pre- 
mière; par conséquent y pour qu'elles soient égales, il fiiut que les 
limites de la première soient moins étendues que celles de la seconde 
ou qu'on ait <» < â/3 ce qu'il s'agissait de prouver. 

Chacune de ces deux int^rales divisée par c, exprime la plus 
grande hauteur à laquelle le mobile s'élève dans l'air; en sorte que l'on a 



-r 



p« 9 



en désignant par Z cette hauteur maxima. 

(i6). Pour avoir égard maintenant aux seconds membres des équa- 
tions {h)y je désigne, en général, par la caractéristique i", placée devant 
une inconnue quelconque, la partie de sa valeur qui dépend de n. Cela 
étant, il &udra substituer dans leurs premiers membres, les valeurs 

de -^ et ^ que l'on vient d'obtenir, augmentées de ^^ et ^ ^T' ^ty met- 

tre ^^ au lieu de ^; mais puisqu'on doit négliger le carré de n^ il suf- 
fira d'employer, dans les seconds membres, ces valeurs précédentes de 
^ et ^; et de cette manière, en multipliant ces équations par dt , nous 
aurons 
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<fi?. ^ ^ -4- c<fe . ^ ^ 3= 2^* cos S cos >, 

rf. «r ^ -4- cfife . <r^ =— ■ ^ cos € cps 7. 
On simplifiera ces équations, en faisant 



Cl 



En les multipliant ensuite par e*% et ayant égard à Tëquation (l) de la- 
quelle on tire 

es. a^CCOSm .Yk 

elles deviendront 

«^/ = ^^ cos • cos € cos y , 

«^•'z = pP^ <^ * sm y — f^ cos« sin € cos 7 , 

dx. = — ~^ cos et cbs C cos v> 

De ces fonnules , jointes tnx précédentes , on conclnra 

tv du __ an cQgCcQgy Cpip 

A a» /T S y P» 

A ■ 2p y p » 

les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent à l'origine 
du mouvement, ou quand />i=«, attendu que les valeurs de ^ et J 

du numéro précédent, et §= ^^ = o, satisfont d^à aux conditions 

8 



1 
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de la vitesse initiale. Qaant à l'accroissement de la vitçsse même , il se 
déduira de ceux de ses composantes en observant qne d'après l'expres- 
sion de ^ da n'^ 1 1 , on a 



d'où Ton conclut 



f^ds an C08 C cot y / f*pdp C 4p\ 



En intervertissant Tordre des caractëristiques <f et ^^ on a 

^éu, dht ^dv dfv t^d* dn 
•a^^TT» *3r — "3"» *7< — It' 

Si donc on multiplie les équations précédentes par dt\ que l'on y mette 
pour cette diflPérentielle , la troisième formule (m); et que l'on intègre 
ensuite, on aura 

les secondes intégrales s'évanouissant aussi quand g=^ùt. 

ê 

De ces trois formules y on déduit cette équation 

sin € cos y iu-h cos € cos y ip -f- cos 7&== o , 

indépendante de n , et qui fait voir qu'au degré d'approximation oii 
nous arrêtons , la rotation de la terre n'augmente ni ne diminue la 
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distance du projectile , pendant toute la durée de son mouvement y au 
plan du parallèle passant par le point O. 

(17). Dans chacune de ces mêmes formulés, les deux intégrales 
successives peuvent être considérées comme des int^rales définies , 
prises depuis tê jusqu'à py ou, si Ton veut, depuis p jusqu'à €0, afin de 
rendre la variable p croissante et sa différentielle positive dans toute 
l'étendue des int^rations. 

Si Ton étend ensuite la seconde int^rale depuis p = — eJ jusqu'à 
p=zùf dans la première formule y et seulement depuis p= o jusqu'à 
p^s=»m dans la troisième y on aura les accroissements de la portée et 
de la hauteur maxima dus au mouvement de la terre y savoir : 

•, aiicosCcoiy /*• A^p r* p4p\ 

*" Tp^J-AfJ, T)' 

quantités qui s'évanouiront l'une et l'autre ditns le plan du méridien 
où l'on a cos ^ = o. 

De même, si nous faisons, pour abr^er, 



an fin y /• • /dp /**^\ 



an cos 



si, de plus, nous désignons par A la déviation totale du projectile, d'un 
côté ou de l'autre de OA , c'est-à-dire la distance du point Ë où il re- 
tombera sur le plan horizontal mené par le point O, à cette ligne 
O A , nous aurons 

A^V + V'sîng; 



et cette déviation s'observera à la gauche ou à la droite de l'observateur 

8.. 
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placé en O, et tourné vers OA^ selon que ea- valeur sera positive ou 
négative. Le premier terme Y expriinera ceftta valeur^ quand le tir 
aura lieu dans la direction du parallèle ; et cette quantité , d après 
son expression , étant toujours négative dans notre hémisphère oii 
la latitude y est positive ^ il s'ensuit que la déviation s'ohservem alors 
vers le nddi ou vers le nordy selon que Ton tirera vers \tH on vers 
\ouest: ce sera le contraire, comme cela doit dtre, dans l'autre 
hémisphère. Le second terme V'sin€ exprimera l^xcès,. positif ou 
négatif, de la déviation, lorsque Too- tirera danfi un autre plan, sur la 
déviation relative au plan vertical tangent au parallèle. 

Au point £, Tangle de chute V H- ^n/ devra être tel que Ion ait 
£^(Jz =Q^ par conséquent, si Ton met J ^hJ au lidu de ^ dans 
l'expression de i; , et que l'on étende , dans celle de Jz , la seconde 
intégrale depuis p = — tJ jusqu'à pisxu^ on aura 

en négligeant le carré de ^ôi , «t désignant par F ce que P devient 
quand on y fait /9 = — a»', on a , d^ailleurs , 

/• pdp _ /•• pdp m^m 

— f-^' P' ""J-V P' "P^^ 



et comme cette dernière intégrale est rendue nulle par la valeur de J ^ 
il en résultera 

M'y/Je J^jK^^Jv T)^ 

pour Ja partie4e l'angle de chute , due au mouvement de la terre. 

Enfin, si Ton met m' -4- M à la place de »', dans l'expression de « , 
et que Ton néglige le carré de Sa/ , on en conclura 

M = .-^ , 
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pour la valeur de M correspondante à celle de Siuf. En comparant ces 
valeurs à lexpression de Y, on aura au^i 

^^_ Vyv/ccosC ^ 

Ce sera I accroissement positif oia négatif du temps que le mdbiic em- 
ploiera à aller du point O au point E. 

i8. L'application de la méthode des quadratures aux intégrales 
doubles que ces diverses formules contiennent , exigei^ait des calculs 
très pénibles; mais on y suppléera par les considérations suivantes qui 
nous conduiront à des valeurs numériques assez approchées pour qu'on 
puisse juger de l'influence du mouvement de la Terre sur celui du 
projectile. 

La plus petite et la plus grande valeur de P répondent à p =z a et 

k p = eà', et sont y— ^^" et P' j quelle que soit la variable p, on 
aura donc 



Jp P ^W a*c Jf V-iJf P ^ ^ J ,, P'J 

on a d'ailleurs 

^Jp P' — "^a ^- Up f;» 

et par conséquent 

d'où il résultera^ abstraction faite du signe ^ 

En ayant égard à Pej^pression de 0^ on trouvera pareillement 
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— J> "^ 9 y < nd*acosdisiny. 

Pour des valeurs données de a et a^ les tables du tir feront con- 
nattre les valeurs de 9 et ^ qui entrent dans ces limites de Y , ainsi que 
langle de chute J et sa tangente ùI j d'oii Ton dëduira la valeur de P', 
au moyen de l'équation 



p,._C(i + 0^,^ 


-H »' - 


■^ log {tt . 
-log (a/ H 


4- y/i ^ »• 


-♦- »' Vi -f 


. J^ -4 


h Vi -t- •"; 



Je prendrai pour exemple le tir de là bombe j tel qu'il a lieu dans 
les exercices des Polygones. Le poids et le diamètre du projectile étant 
5i kilogrammes et 27 centimètres^ on trouve à peu près 25oo mètres 

pour la valeur de ' calculée par la formule du n^ lo^ et rapportée à 

letat ordinaire de 1 air. Sous Fangle de tir de 4^^, la vitesse corres- 
pondante à une portée d'environ i aoo mètres , est évaluée par Lombard 
à un peu moins de i ao mètres y de sorte qu'en prenant toujours le 
mètre et la seconde pour unités de longueur et de temps, nous ferons ' 

0» = 1 9 a = 119^54 c = o^ooo4- 

En employant aussi l'angle de chute ^ la portée et le temps du trajet , 
calculés par le même auteur (^) , nous aurons, en même temps j 

if! = 5o^8^ ^ = n8a, fl = i6,25. 
Au moyen de ces données jointes à celles-ci : 

f = 9,«075, y = 48-5o'i4", n x= g^ . 



(*) Traité du Mouvement des Projectiles, p. aSi 
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on trouve d'abord 

F == 1,9343 ; 

et Fon obtient ensuite 

V > 0,9094, V < 1,4374, 

pour les limites de Y qui dépendent de « ; puis 

V > 0,7736, V <i,m53, 



pour celles qui se déduisent de 9. 

On conclut de Tun ou l'autre de ces deux couples de limites, que 
quand on tire vers Vest ou vers Vouest^ sous Fangle de i^S degrés y et à 
une distance du but d'environ laoo mètres, la déviation à droite, due* 
au mouvement de la terre , doit être à peu près égale à un mètre ; en 
sorte que pour atteindre le but , il faudrait viser à gauche dans un 
plan qui ferait avec celui du vertical tangent au parallèle, un angle 
da peu près trois minutes, dont l'arc répond à un laoo* du rayon. 

Si l'on fait y= — i, dans l'expression de^, on en déduira 

J^d=(o,oi368)cosC; 

c'est-à-dire que le mouvement de la terre n'influe pas sensiblement 
sur la longueur du temps 0. 

(19). Les élémens de l'intégrale double que renferme l'expression 
de y^ n'ayant pas le même signe dans toute l'étendue des intégra- 
tions, on ne peut pas en déterminer des limites , comme nous venons 
de le faire pour l'intégrale contenue dans Y. Mais dans l'exemple 
que nous avons choisi , on a 

4 = 5,73715 

et pour cette valeur de k , celle de V peut être réduite en série conver- 
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gente, ordonnée suivant les puissances descendantes 4^ ^^ dont il 
suffira 9 dans la question qui noiis occupe , de conserver les deux 
premiers termes. 

En faisant , pcJUr abréger, 



on aura , de œtte manière , 



f:'¥-:^j:^*^j:^- 



mais on a identiquement 



i/(y===2v^i + /»*4»» 



en faisant aussi pour abr^er. 



»V^i4.>-f- log(4»-f< Vi + ••)=*, 



et intégrant par partie, on aura 
donc^ à cause de 

il en résultera 

Nous aurons ensuite 
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/:. (Kr) = lîb/:. («'-p-) * - ^fjti/:. (— "•) ?* 



La valeur de e»', déduite de l'ëquation (n), ne différera de €û que d^une 
quantité de Tordre de petitesse de ^ ; au degré d'approximation où 

nous nous arrêtons y on pourra donc faire o/ =i a» dans les . termes 

de cette équation qui ont A* \/k pour diviseur ; les deux dernières 
intégrales que son second membre renferme^ se réduiront alors à 
zéro y comme étant composées d'éléments qui sont deux à deux égaux 
et de signes contraires ; et quant à la première ^ on aura 

yZ.. (^'-P') = ^fi^ (^^-p^)dp ^./7 (c^~p')dp , 

• • • 

t>u simplement 

en observant que Pintégrale /]_ * («• — />') ify) se réduit aussi k zéro^ 
lorsque l'on oblige le carre de «»' — «. On aura donc 

pour la valeur approchée de l'intégrale double- 
Dans le cas de a = 4^^ et â> = i , on aura 

h = v/a H- log(i -H ^2)== 2^^956, 

parce qu'il s'agit d'un logarithme népérien que l'on doit multiplier 
par 2,3oa6 pour le convertir en logarithme ordinaire. En faisant 

9 
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u»ge, en oultre, de la valeur de k cit^ filus Mut, oa trouvera 

Au moyen de celte valeur et de celles de n, y, c, g, du numéro 
procèdent 9 oa i<r<Q«v«m 

V'c=arO^»2l95 > • 



ce qui montre qne ia déviation à ne v»ie pas beaucoup^ lorsque 
le tir a lien sucewsivûmontdansdifiërents plansyertîeaiix. On aura, 
en même temps , 

j;çr ?=?: -^ (OjMig) eosé; 

en sorte que Tinfluence du naouvement de la terre sur la lenteur de 
la portée, ne sera que d'à peu près un double décimètre dans smi maxi- 
mum. 

(no). En général 9 lorsqu'il s'agit d'un projectile dont le poids et le 
diamètre sont considérables y et que l'angle du tir n'est pas très petit , 
ni la vitesse de projection très grande , la constante k est très grande y 
et le mouvement difïère peu de celui qui aurait lieu dans le vide; c'est 
pourquoi , il ne sera pas inutile de considérer le cas où la résistance de 
l'air serait tout-à-fait nulle. 

Faisonsdonc csso, .dans les équations (A); elles se changeront en des 
équations linéaires ctt à coefficients consjtauts que l'on pourirait intégrer 
sous forme finie , par la méthode ordinaire; mais en continuant de 
négliger , comme dans h ja? 1 1^ le cftrué de n,, Içs y^Jiejiirs appro?- 
chées de Uy Çy Zy qui y satisferont, et qui rempliront les oonditioDS ini- 
tiales du mouvement y seront 

u = ta cosa -^nf^Ca^ina — ^.g^Acos^ cos^, 

« 

i^ = — nat^ cos tf sin y 4- nf^ (a sin « — j gi\ sine cos y, 
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On arttfft , ■ «n Mtèuicf temps , 

potfr le €t»té d« k tiSttWe à tttt ittsMiit (pMkonqoe ^ qui tte dépmiàn 
pas êtn^aîk d€^ d'apprâximaf ion oh nous notis arréton», 

Eo eottser^MAt Montés les notatifM préeëd«DilM, oa avnm c^abord 



g g * 






abstraction faite de n^ et ensuite , en y ayant égard ^ 



ann^ 



^9 =s -— - sin na cos é cos > , 

^=: ^p- sinctcos'tf cosCcos^ — ^^ sin^fltcosé cos>; 

et si Ton observa que la dëi^yatioii dëmgifée pair &^ n'est autre chose 
que la valeur de i^ qui répond à je ^=09 on aura aussi 

A = — ^-^ sm^ a cos A^sin y H- -^ sau^k sm C cosy. 

Dans l'exemple du n^ 18^ où Tangle du tir était de i^S^y et la vitesse 
d'à peu près 1 20 mètres , on trouvera 

fl=3i^,23«7, 'j» =5:1457, 
en prenant la seconde et le mètre pour unités ; et si l'on compare ces 

<! % 11 _ _ T T J ^ __1 1^__ _ *. . _ 1 f • - l 



la portée, d'à peu près le cinquième de sa grandeur dai 

On aurait, en outre, 

i^9 =r (0,01 4^6) cos é, 
JW =3 (o,8o36) cas é, 
A c= — 1 ,3788 -+■ (o,8o36) sin C; 



• • 
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en sorte que dans le vide comme dans l'air, ce serait par la déviation 
horizontale du projectile, que Finfluence du mouvement de la terre se 
manifesterait principalement. 

Pour c=o, on a P^==qo j ce qui rend les deux limites de V qui dé- 
pendent deP^, égales à zëroet l'infini^ et par conséquent illusoires. Celles 
qui sont indépendantes de c, conviennent également an cas du n^ouve- 
ment dans l'air et à celui dû mouven^nt dans le vide. En y substituant 
les valeurs de <ar et de qui conviennent à ce dernier cas, ces deux li- 
mites deviennent égales entre elles , et au premier terme de la valeur 
précédente de A, abstraction faite du signe. 



Fautes à corriger dans le présent Mémoire. 

Page !'•, ligne 4> au lieu de 14 novembre , /iVez 1 3 novembre 

a, 21 , ou lieu de neuf quarantièmes , lise% neuf vingtièmes 

7 } 4) ^Q remontant y au lieu 'de un et trois , lisez un et deux. 



MÉMOIRE 



Sur le mQWtement des Projectiles dans ïair^ en ayant égard à 

. leur rotation ; 



Lu à l'Académie des Sciences , le 5 mars i838. 



Pour déterminer le mouvement d'un corps . solide entièrement 
libre, on le décompose en deux. autres , l'un de translation pour le- 
quel oxx. prend le mouvement du centre de gravite, l'autre de rotation 
autour de ce point, c'est-à-dire, autour d'un axe passant par ce point, 
qui change de direction à chaque instant, soit dans l'intérieur du 
mobile, soit dans l'espace, et qu'on appelle pour cette raison, taxe 

instantané de rotation. 

• • • . ' 

. Les inconnues du. problème sont alors les trois coordonnées du 
centre de gravité,, et trois certains angles qui déterminent, sans au- 
cune ambiguité et de la manière la plus simple, la situation du mo- 
bile relativement à ce centre, d'après les directions de ses trois axes 
principaux p^sssint par ce même point. Ces trois angles et leurs diffé- 
rentielles par rapport au temps, déterminent aussi la direction de 
l'axe instantané, et la grandeur de la vitesse de rotation. Quand on a 
obtenu les expressions des six inconnues en fonctions du temps, le 
problème est complètement résolu ; on en déduit ensuite , si l'on veut 
et sans difficulté , les coordonnées d'un point déterminé de la masse 
ou de la surface du mobile, les composantes de sa vitesse, les équa- 
tions de la courbe qnïl décrit dans l'espace. 

Les trois équations différentielles secondes du mouvement de trans- 
latioa se. déduisent immédiatement du principe que le centre, de. 



I 
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gravite se meut à chaque instant y comme si toutes les forces appli- 
quées au mobile y étaient traliispôrt^ pairàSlèlement à leurs directions, 
et que la masse entière de ce corps y fût concentrée. En même temps 
le oorpd tdorne autour de ce points comme s^il était fixe , et que les 
forces données 9 sans addition d'adoun» autre , eussent conservé leurs 
points d'application ; mais la formation des équations différentielles 
du mouvement de rotation , a présenté autrefois beaucoup plus de 
difficulté. D'Aleïnbert les a données le premier éh 1749; Euler a 
ensuite obtenu six éqhations différentielles du premier ordre , entre 
les trois inconnues angulaires et le$ trois composantes de la vitesse 
de rotation , et desquelles les trois équations de d'Alembert , résultent 
par Félimination de ces trois composantes ; Lagrange , dans les Mé- 
tnoins àe Berlin et dâuB k Mëcariique ùnàfyti{fiie, a déduit ces 
mêmes équations d'une analyse i^èaïaiÂjaàble par la i^^ti^trie des fctar- 
mules qui tiésutte dé Tèdlploi de neuf quantités, introduites par là 
transformaiiob des coordontiées rectangulairiês > fonctions connues 
des trois angles cités plus haut, et liées entre elles par Fun ou l'autre 
de deux Âystéiûes dé six équations données; enfin , dans thon Traitf 
de Mécanique y je suis parvenu, de la manièt^ que je drdis la plus 
simple, àtix équations différentielles dii mouvemeiit dé rotation , 
sous la forme où Etiler les a présentées , et qu'on leur a toujours con- 
servée. ^Eti éffiit, trois dé ces six équations sont iiidépeûdantes des 
forcées qui Agissent âur \e nîôbile; leur formation eSt une simple 
cyi^eât^ôn de Géènoiétrie , et ce n'est qiie lâ formation des trois autres, 
qui soît lî^llemettt Un problème de Aiécanique. Oi" , j'en ai fait dér 
pendre k doltftion, dé ce théorème fiiclle k démontrer: la somme 
des ïtloments ptîspar rapport à uù axe principal, passant ou non par 
le centre de gravité, des quantités de tnouvemerit dont tous les points 
du mobile sont animés à un instant quelconque , est égale au produit 
de la vitesse angulaire de rotation de ce cdrps autour' de ce même 
axe, et de son moment d'inertie par rapport à cette droite. Si ï'axe 
dékneuràit parallèle à lui-même pendant la durée de fitistant suivant, 
on fermerait immédiatement l'équation du mouvetuent de ^otatioQ 
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qui s'y riAp]M>rtf , ea agçil^pt U; diffar^t^elle 4e c« çf o4Mit A rapçroisr 
sèment de eetdte^mme 4e «icwents pepdant cet iristant, et rempUr 
çaxit c^et ^croi$peœeat iaçioanu par une autre quantité qui lui fût 
équivalente ^'après le principe géaéral de Téq^uilibre 4es quaçtités 4ç 
mouv^^Beiit pe^ues y laquelle quantité, quand l!«^xe principal passe 
par le ceiatre de gravit^, ^t Téji^ent du tepips multipjiié p^r la 
somme des wpxaents ^ par rapport à cette droite , des forces motrices 
données 9 qui SQut a^ppliqué^s au n^obile et qui produisent seules^ 
comme ou yieut de le dire , la rotation autour de ce point. Mais cet 
axe 9 fixe df^QS l'intérieur du i^ob^le y changeant continuellement de 
direçtiQu Jiàns l'espace^ cette v^^r^tion y pendaut un instant infini* 
Qient petit , introduit dans le premier n^^mbre de l'^uatipn différeur 
tielle, un terme qui la complète et qjgie Ton détermine fa^ile.mppt. 
Au lipu d'un corps solide ^ s'il s'^iss^jl^t d'un systèn^ç de forme va- 
riable^ les raison neme^uts que qous rappelons svibsîsteraieRt également; 
xnais le moment d'inertie relatif à Taj^e principal , varierait pendant 
l'instant que l'on considère , qt il en résulterait encore un autre terme 
dans le premier memjutre dç l'f^uation différentielle. Par cette consi* 
dération que je me borne maintenatUl; à indiquer, on formera pour 
un système quelconque de points ma^tériels, des équations analogues 
à celles du mouveip^nt dp rotation d'un corpç solide , que Ion com- 
binera conçime cellesr*ci , avec les équations du mouvement du centre 
de gravité, et qui s'appliqueront, pi^r exemple, au mouvement de la 
Terre, en ayant égard à la .fluidité d'une partie de sft masse. 

Dans l'état actuel de la science, les équations différentielles dè^ 
mouvenxents simultiiués de. translation et de rotation d'un corps en- 
tièrement libre, ne laisseut donc rien à désirer, quant à leur formai- 
tiun , sous le double rf^pport.de h géjaéralité et de la simplicité. Mais 
il n'en est pas de même en ce qui concerne leur intégration et la so*^ 
lution des problç^e^ qui en dépendent. Ijorsque la résultante de 
toutes les fprces n^otriçes qui agissent su^ le mobile, passe constam- 
ment par son centre de gravité, le mouvement de rotation autour de 
ce point est le même que si ces forces n'existaient p$is^ et que le corps, 
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mis d'abord en mouvement par une oa plusieurs impulsions, eût 
ensuite étë abandonne à lui-même. Dans ce cas on parvient à intégrer 
sous forme finie, les équations différentielles de ce mouvement, au 
moyen de deux fonctions elliptiques d'espèces différentes. Dans les 
autres cas, les deux mouvements simultanés influent mutuellennent 
Tun sur Fautre ; chacune de leurs six équations différentielles secondes 
renferme à la fois les trois inconnues angulaires et les trois coordon- 
nées du centre de gravité; et ce système d'équations ne peut plus 
s'intégrer que par les méthodes d'approximation. C'est de cette^ ma- 
nière que d'Alembert a résolu le problème de la précession des équi- 
noxeSj et déterminé les lois véritables de l'inégalité de ce mouve- 
ment, quon appelle la nutation. Le problème de la libration de la 

• ♦ 

Lune, analogue à celui de la précession, présentait des difficultés 
spéciales que Lagrange a surnsontées dans un de ses plus beaux ou- 
vrages, au moyen d'une transformation des inconnjies, qui a rendu 
linwires et à coefficients constants, les équations de la libration vraie 
en latitude, et qui lui a permis d'en déduire les lois remarquables 
de ce mouvement y découvertes autrefois par Dominique Gassini. Jai 
appliqué cette même transformation à un cas de la précession des 
équinoxes ou la rotation du sphéroïde serait nulle ou très lente; ce 
qui n'est pas le cas de la nature^ et ne présente plus alors qu'un 
exemple curieux du mouvement d'un corps solide. Le changement 
des inconnues rend encore linéaires les équations diflerentielles dii 
mouvement; mais leurs coefficients n'étant plus constants^ elles ne 
peuvent plus s'intégrer par la méthode générale, et ce n'est qu'à raison 
d'une circonstance très particulière, qu'elles sont néanmoins intégfa- 
bles sous forime finie, ainsi que je l'ai trouvé dans un précédent Mé- 
moire (^). Dans celui-ci , je me propose d'appliquer les équations 
différentielles du double mouvement d'un corps solide , à des exemples 
qui n'avaient pas encore été considérés; et quoique ces nouvelles 
questions soient principalement relatives aux projectiles de l'artillerie^ 



a^ 



(*) Tome XIV det Mémoires de f Académie. 
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je crois pouvoir espérer que leur solution intéressera les géomètres, 
sous le rapport du calcul intégral et sous celui de la mécanique gé- 
nérale. 

Lorsqu'un corps parfaitement sphérique et homogène y est lancé 
sans aucune rotation initiale , dans un air calme, son centre de figure 
ne sort pas du plan vertical de sa projection , abstraction faite , tou- 
tefois , dé la petite déviation due au mouvement de la terre et que 
j'ai considérée dans un autre Mémoire. Tout, en eifet^ est semblable 
alors àk part et d'autre de ce plan ; mais dans la pratique de Fartil- 
lerie, le concours des circonstances qui produit cette similitude n'a 
jamais lieu, et il en résulte des écarts considérables du projectile, à 
droite ou à gauche du plan de projection^ qui nuisent à la justesse 
du tir et u'ont pas manqué d'être observés. 

Robins, à qui Fou doit l'invention du pendule balistique, attri- 
bue ces écarts , dans ses Principes d' artillerie j qu'Euler et Lombard 
ont commentés, à la rotation du projectile qui accompagne, en 
général, son mouvement de translation. Euler pense, au contraire, 
que la rotation ne doit avoir aucune influence sensible sur ce mou- 
vement, non plus que la non-sphéricité parfaite du projectile, et 
que les déviations observées sont dues uniquement à ce que , par 
un défaut d'homogénéité de ce corps, le centre de gravité ne coïncide 
pas exactement avec le centre de figure. Lombard, professeur dont 
le nom s'est conservé dans les écoles d'artillerie , partage Fopinion 
de Robins sur l'influence de la rotation , sans se prononcer positive- 
ment en ce qui concerne les influences, plus ou moins grandes, de la 
non-sphéricité* et de la non-homogénéité. Ces deux circonstances, et 
la rotation en tant qu'elle donne lieu à un frottement du mobile 
contre l'air qu'il traverse, sont effectivement les diverses causes qui 
concourent , indépendamment des agitations de l'air, à produire les 
déviations horizontales du centre de gravité, et à modifier son mouve- 
ment projeté sur le plan vertical dans lequel il a été lancé. Mais , 
déterminer la part de chacune de ces causes possibles, et quels sont 
leurs efiets respectifs, c'est une question qui ne peut être résolue que 
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par le calcul fonde sur les équations différentielles du double mouve*- 
ment de translation et de rotation. 

Pour appliquer ces équations au cas d'un projectile pesant qui se 
meut dans l'air, j ai d'abord supposé à ce corps une figure et un double 
mouvement quelconques, et j ai formé les expressions générales de 
leurs seconds membres , en considérant la résistance relative k chaque 
point de la surface du mobile , comme étant composée de deux parties , 
Tune normale et qu'on appelle la résistance du fluide proprement dite , 
l'autre tangente et qui constitue le frottement* A l'yard de la pre^ 
mière, qui s'exerce seulement sur la portion antérieure du projec- 
tile, j'ai admis l'hjpothèse ordinaire dans laquelle on prend, pour la 
m^ure de cette force en chaque point , le produit de la densité natu* 
relie du fluide et du carré de la vitesse complète de ce point, dans le 
sens normal à la su];face : cette vitesse complète est celle qui résulte 
des deux mouvements simultanés du mobile ; sa composante normale 
est dirigée du dedans en dehors , dans la portion antérieure de ce 
corps, et du dehors en dedans, dans sa portion postérieure; elle 
est nulle en tous les points de leur ligne de séparation, qui peut être 
constante ou variable sur la surface. Quant à la seconde, on aduMt 
comme un résultat de l'expérience , que le frottement d'un liquide 
contre un solide, est indépendant de la pression exercée par le liquide 
sur le solide, et proportionnel à la vitesse relative de ces deux corps, 
lorsqu'ils sont l'un et l'autre en mouvement; or, pour étendre cette 
mesure du frottement au cas où I9 liquide est remplacé par lair, j'ai 
supposé qu'elle était, en outre, proportionnelle k la densité de ce fluide 
^n chacun des points où il touche le solide; et comme, dans la ques- 
tion du mouvement des projectiles , on fait abstraction de celui que 
le mobile imprime à l'air qu'il traverse, il s'ensuit que le frottement, 
en chaque point de ce corps , est proportionnel , d'une part , à la com- 
posante de la vitesse complète de ce point , tangente à la surface , et 
d'un autre côté, à la densité de l'air qui a lieu en ce même point. 
On peut, d'ailleurs, regarder l'expression de cette densité comme 
étant composée de deux termes , lun constant et égal à la densité 
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natorelle an floide, l'autre variable d^iiii pointa un autre , positif en 
avant du projectile oii Tair est condense, négatif en arrière où Fair 
est dilaté. Ce second terme nous est inconnu ; et sa détermination 
serait aussi difficile que celle du mouvement du fluide. Je l'ai supposé , 
en un point quelconque de la surface du mobile , proportionnel à la 
densité naturelle du fluide et à la composante normale de la vitesse 
complète de ce point ; ce qui était Fhypotfaèse la plus simple que 
l'on pouvait faire, et qui'^ présentait le plus nattfrellement. De cette 
maniée, l'expression du frottement de l'air se compose aussi de deux 
termes, dont Fun aurait lieu dans Fétat naturel du fluide, et l'autre 
provient de ses condensations ou dilatations produites par le mou^- 
vement de translation du projectile. Chacun de ces denx termes contient 
un coefficient numérique, qui dépend sans doute du degré de poli du 
mobile , et ne saurait être déterminé que par l'expérience , pour chaque 
corps en particulier^ Dans les très petites oscillations du pendule, 
dont les amplitudes successives décroissent en progression géomé- 
trique (i), c'est le premier terme du frottement qui produit ce décrois- 
sement , et le toefficient de ce terme peut , en conséquence , se conclure 
du rapport de cette progression , donné par l'observation. A l'égard du 
coefficient du second terme , il n'a été fait , jusqu^à présent , aucune 
expérience d'où Fou puisse déduire sa valeur. 

Les équations diffi^rentielles des deux mouvements simultanés d'un 
projectile de figure quelconque , formées par ces diverses considérations, 
sont beaucoup trop compliquées pour qu'il soit possible d'en obtenir les 
intégrales exactes, ni même pour qu'on puisse en déduire des valeurs 
approchées des inconnues, assez simples pour être de quelque utilité. 
J'en ai donc restreint la généralité, en les appliquant particulièrement 
au cas oii le mobile s'écarte très peu de la forme sphérique et de la 
parfaite homogénéité. De plus , afin de connaître les effets respectifs 
des trois causes que Fon vient d'indiquer, le frottement contre l'air 
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la non-sphëricitë, la non-homogënëité, je les ai considërëes sëparëment, 
sauf à rëunir ensuite ces effets distincts ^ si leurs causes ont toutes eu 
lieu en même temps. Mais la longueur de ce Mëmoire m'a force de 
renvoyer à un autre ^Texamen de ce qui concerne la troisième cause. 
Voici ^ d'une manière succincte , les rësultats du calcul qui se rappor- 
tent aux deux premières. 

Quand un boulet parfaitement sphërique et homogène tourne en 
sortant de la pièce autour de l'un de ses diamètres y ce mouvement 
continue pendant toute la durëe du trajet dans le même sens et autour 
de ce même diamètre qui reste aussi constamment parallèle à lui-même; 
mais^ à raison du frottement de l'air et indëpendamment de la rësis- 
tance proprement dite du fluide , la vitesse de rotation dëcnnt conti- 
nuellement en progression gëomëtrique pour des intervalles de temps 
ëgaux. La rapiditë de ce dëcroissement diminue ou augmente y selon 
que le produit du diamètre et de la densitë du projectile augmente ou 
diminue; elle dëpend aussi du coefficient du premier terme dans 
l'expression du frottement ; et il rësulte de la valeur de ce nombre , 
dëduite des très petites oscillations d'un pendule à boule de platine , 
que la vitesse de rotation d'un boulet de quatre, dont la surface aurait 
le même degrë de poli que ce mëtal , dëcroitrait à peine d'un dix- 
millième de sa grandeur en une seconde. 

Tandis que le mouvement de translation du boulet n'influe pas 
«ur la rotation^ celle-ci^ au contraire , influe sur la direction et la 
portëe du projectile* La dëviation horizontale qu'elle produit à droite 
ou à gauche du plan vertical de projection, a lieu du même côté 
pendant toute la durëe du trajet, et est indëpendante de l'angle que 
fait ce plan avec le plan vertical de l'axe de rotation. Lorsque le 
corps tourne autour d'un axe vertical , la dëviation se produit à gauche 
ou à droite du plan de projection , selon que l'hëmisphère antërieur du 
mobile tourne de gauche à droite ou de droite à gauche, par rapport à 
une personne placëe dans ce plan et qui regarde la trajectoire; elle 
s'ëvanouit quand le projectile tourne autour d'un axe horizontal. La 
dëviation verticale, c'est-à-dire, la quantitë dont la rotation ëlève ou 
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abaisse le boulet, relativement à la position qu'il aurait à chaque instant 
s'il ne tournait pas y conserve , pendant toute la durée du trajet y un 
rapport constant avec la déviation horizontale; elle s'ëvanouit, soit 
quand les plans verticaux de la ligne du tir et de Taxe de rotation 
font un angle droit, soit quand cet axe est vertical ; lorsqu'il est hori- 
zontal et perpendiculaire au plan de projection , TefFet de cette dévia- 
tion verticale est d'élever ou abaisser le projectile , et , en conséquence , 
d'augmenter ou diminuer la portée horizontale , selon* que la partie 
antérieure du mobile tourne du haut vers le bas ou du bas vers le 
haut. Ces résultats se rapportent au cas le plus ordinaire, celui du tir à 
très peu près horizontal ; j'ai aussi considéré le cas où le mobile est 
projeté verticalement , dans le sens de la pesanteur ou en sens contraire: 
les formules auxquelles je suis parvenu comprennent toutes les cir- 
constances du double mouvement du projectile; indépendamment du 
coefficient de la résistance proprement dite, sur lequel il reste encore 
quelque incertitude, elles renferment aussi les coefficients des deux 
termes du frottement^ et faute des données néœssaires de l'observation , 
elles ne peuvent, par conséquent, être réduites en nomVes. Néan- 
moins, d'après la composition de la formule qui exprime la déviation 
horizontale à la distance du canon où le boulet retombe sur le terrain , 
on reconnaît facilement que cette déviation ne peut jamais être qu'une 
très petite fraction de la longueur de la portée ; en sorte que ce n'est 
pas au frottement de la surface du boulet contre la couche d'air adj^ 
cente et d'inégale densité, que sont dues principalement les déviations 
observées , ainsi que Robins et Lombard l'avaient pensé. 

Pour montrer les effets de la non-sphéricité du projectile, j'ai 
considéré spécialement le tir de la carabine rayée en hélices, et j'ai 
supposé la balle homogène, mais un peu aplatie ou allongée dans 
le sens de la direction du tir. Les hélices impriment à la balle, au 
sortir de l'arme, une rotation très rapide autour d'un axe qui s'écarte 
très peu de l'axe de figure; le petit angle compris entre ces deux 
axes, provient de ce que le second ne coïncidait pas exactement avec 
Taxe des hélices, dans l'intérieur de la carabine. La vitesse de rotation 
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est ea raison inverse de la partie de ce dernier axe y qui répondrait 
à un tour entier des hélices prolongées s'il est nécessaire ^ et en raison 
directe de la vitesse de projection : dans une série d'épreuves faites 
par les officiers d'artillerie y sous la direction de M. le lieutenant* 
colonel de Poncbarra ^ et dont les résultats m'ont été communiqués j 
cette longueur d'axe était de ô'^^saô^ la vitesse initiale de 384 n^^res^ 
par seconde 9 et, en conséquence , la vitesse angulaire de rotation 

s'élevait à g-|^ de 36o^, ou à 6i tours et demi dans cette unité de 

temps. Elle demeure constante pendant toute la durée du trajet \ 
mais elle a lieu autour d^un axe qui change continuellement de direc- 
tion, soit dans l'espace soit dans l'intérieur du mobile. Tout^ois, dans 
le tir de la carabine, supposé à peu près horizontal , ce changement 
de l'axe ^e rotation est peu considérable; l'axe instantané s'écarte 
toujours très peu de Taxe de figure , et celui-ci s'éloigne aussi fort peu 
de la direction du tir, d'où il résulte que c'est par la partie antérieure, 
marquée d'avance , que la balle vient frapper une cible verticale , ainsi 
qu on le sait par une expérience souvent répétée. Les lois des petites 
variations de ces deux axes dépendent du système de quatre équations 
difierentielles du premier ordre, linéaires^ mais dont les coefficients 
ne sont pas constants , ce qui n'empêche pas , cependant , qu'on ne 
parvienne à les intégrer sous forme finie. Elles sont généralement 
a^sez compliquées , mais elles deviennent très simples , quand ces deux 
axes ont coïncidé exactement , à l'origine du mouvement , ensemble 
et avec la direction initiale du centre de la balle. Dans ce cas par- 
ticulier, Ta^e instantané fait dans l'intérieur du mobile, des oscil- 
lations très rapides dont l'amplitude est en raison inverse du carré 
de la vitesse angulaire de rotation , et diminue continuellement pendant 
la durée du trajet ; les déplacements de l'axe de figure sont plus lents : 
quand la balle tourne avec une extrême rapidité, il décrit d'un mou- 
vement qui n'est pas uniforme comme cette rotation, un cône droite 
dont le sommet est au centre de gravité^ l'axe horizontal , et la demi* 
ouverture égale à l'angle du tir. La vitesse de ce mouvement , toutes 
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choses d'ftilleiirs égales, est proportionùdle au degre d'aplatissement ou 
d'allongement de la balle : dans les épreuves que je viens de citer, oii 
la plus petite dimension du projectile était moindre que la dimension 
moyenne ^ d'à peu près un onzième de celle--ci , le maanmum de cette 
vitesse , qui a lieu quand le mouvement commence , a du ^tre environ 
•I moitié de la vitesse de rotation* 

Ces déplacements simultanés des axes de figure et de rotation, qui 
proviennent de la non-sphéricité du projectile , ont néanmoins , 
quoique fort pedts , une influence considérable sur le mouvement de 
translation ; ce qui est contraire à l'opinion d'Ëuler, citée plus haut , 
et suffirait pour monti^er combien les questions relatives au double 
mouvement des corps solides, sont loin de pouvoir se résoudre sans le 
secours de l'analyse mathématique : on pourra , en effet , comparei^ 
les raisonnements plus ou moins spécieux d'Ënler même , dans ses re* 
mi^rques sur la 4^* proposition du livre de Robins , aux résultats précis 
de 1 analyse en cette n^atière. Le calcul fait voir que dans le tir de la 
carabine rayée en hélices , les déviations horizontale et verticale du 
mouvement de translation , résultantes de la forme de la balle , sont 
de deux sortes qu'il importe de distinguer et qui se trouvent heu- 
reusement séparées dans les formules. Les unes proviennent de ce qu^à 
Torigine du mouvement , Taxe de figure et l'axe de rotation s'écar- 
taient un tant soit p^i , par une cause quelconque , de la ligne du 
tir. Ces écarts accidentels ont lieu tantôt dans un sens et tantôt dans 
un autre ^ leurs effets se confondent avec ceux qui résultent du degré 
d'adresse, plus ou moins grand, du soldat^ ils influent sur la jutfesse 
du tir à chaque coup ; mais ils se balancent dans une longue série 
d'qireuves, et n'influent pas sur les déviations moyennes. Abstraction 
faite de ces causes variables , la forme allongée ou aplatie de la balle , 
tournant sur elle-mémie , donne aussi lieu à des déviations , mais dans 
un sens déterminé et qui se reproduisent à tous les coups; c'est à cette 
cause constante que les déviations nloyennes doivent être attribuées , 
quand le projectile est homogène et Tair calme, comme on le suppose 
ici. Son eflfotest de diminua* ou dWgmenter la portée , ou, ce qui 
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est la même chose y d'augmenter ou de diminuer^ pour une portée 
de longueur donnée, l'angle du tir correspondant à des vitesses de pro* 
jection et de rotation aussi données* L'angle du tir ayant été calculé 
à priori y ou déterminé par Texpérience ^ il faut , pour approcher da- 
vantage dans une longue série d'épreuves , de la verticale menée par le 
centre de la cible , tirer sous cet angle en visant un peu à droite ou 
un peu à gauche , selon le sens de la rotation y et à une distance de 
cette ligne calculée d'avance. Dans les épreuves citées plus haut, cette 
distance horizontale a eu lieu à la gauche ou à la droite du soldat , 
selon que la partie supérieure de la halle tournait de gauche à droite 
ou de droite à gauche^ et elle a dû s'élever à quelques millimètres 
seulement pour une portée de 25o mètres; mais elle pourrait être 
moins petite dans d'autres cas. L'équation qui sert à déterminer Tangle 
du tir, fait voir qu'il n'est pas le même , quand la halle est aplatie , 
et loi*squ'elle est allongée ; résultat important pour la pratique , qui 
se trouve confirmé par ces mêmes épreuves. En effet , la moyenne 
4'un très grand nombre de coups , tirés avec des balles aplaties , ayant 
donné ô^So'^ pour l'angle du tir , à 260 mètres de distance de la cible, 
on a tiré ensuite , a cette même distance et sous ce même angle , avee 
de pareilles balles et avec des balles allongées. Or, avec des balles 
aplaties, on a atteint le plan de la cible , .de deux mètres de hauteur 
et deux tiers de mètres de largeur , quatre-vingtrsept fois sur cent , et 
avec des balles allongées, seulement quarante-neuf fois ; ce qui montre 
que l'angle du tir déterminé pour une forme de la balle ne convient 
pas pour une autre. Il ne faudrait pas conclure , en effet , de cette 
expérience, que la balle aplatie fût la plus avantageuse; car si l'on 
tirait, sous l'angle déterminé pour la balle allongée, avec des balles 
de cette forme et avec des balles aplaties, ce serait, au contraire, 
les premières qui auraient l'avantage. Observons , d'ailleurs , que dans 
notre exemple, l'angle du tir calculé pour les balles aplaties, est égal 
à 5g'3ol'*y ce qui ne s'écarte du résultat de l'expérience , que de 3^; 
différence que l'on peut attribuer, sans scrupule , aux erreurs inévi- 
ts(bles dans ce gepre d'observations ^ et aussi au degré d'approximation 
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du calcul 9 qui suppose que l'on néglige le carre de la fraction un 
onzième 9 relative à rapktissement. Ëniin, danjs ce même exemple, 
on trouve une seconde et un quart pour la durëe du trajet de aSo 
mètres; ce que je n'ai pas pu vérifier par Fexpérience , attendu que 
ce temps n'a pas été observé : toutes choses d^ailléurs égales , ce temps 
ne serait que d'à peu près une seconde , et Tangle du tir de 54^ , si la 
balle était parfaitement ronde ^ valeurs plus petites que pour une 
balle aplatie dans le sens du mouvement , parce que lair oppose à 
celle-ci une plus grande résistance qu'à la balle ronde , et, par con- 
séquent, ralentit davantage sa vitesse. 



§ I. Equations différentielles du double mouvement de translation 

et de rotation du projectile. 

(i). En supposant au mobile une forme et des dimensions quel^ 
conques, on désignera par la lettre G son centre de gravité, et au 
bout du temps t, écoulé depuis l'orîgine du mouvement, on repré- 
sentera par x,^, je, les trois coordonnées rectangulaires de ce point 
G, rapportées à des axes iixes Ox^Ojr^ Oz. Leur origine O sera le 
point de départ de G, et Taxe Oje, vertical et dirigé en sens contraire 
de la pesanteur, ce qui rendra horizontal le plan des x et ^. On 
supposera que le plan vertical dés \r et z, comprenne la direction 
initiale du mouvement de G, et que Taxe Ox soit dirigé du côté de 
ce mouvement j Taxe O^ sei^a dirigé d'un côté ou de l'autre du plan 
des X et z\ pour fixer les idées, on supposera que ce soit à gauche 
d'une personne placée au point O et tournée vers l'axe Ox : c'est 
toujours relativement à cette personne que se rapporteront , par la 
suite , les mots gauche et droite. 

De cette manière, la variable z aura une valeur positive ou néga-« 
tlvcj selon que le centre G se sera élevé ou abaissé par rapport au 
plan horizontal, passant par son point de départ. lia variable x sera 



44 



8f ^TfVL S4i HQVyJSWSKT 

toujours {MisUi^) « mpitis 4}p9 )« (Ur^iiw inUU)^ 49 G fi'Âsiirt^n:^ 

cçtte drpU<9 , pw Y^SfiX 4? U F^istfmçe ^ i'aïf, wefcé^ à k wrfi^Cie 
du m<^ii« ) et cQiuprp94i|t h rësJ3m»ce propji^iQ^nt 4it« et le frimer 
méat mnXt» q9 Anicler %^ wimkbA» y pjasMfra 4^1 pp»!^^ au xu^piif , 
lorsqi^e Le centre G, p^ suite dj» (oeUe r^istance ow de ce firo^ojeatf 
passera de fiAucke V droite du pW fixe des jp et «j et généralement , 
cette troisième «opinbeoée 9^ sem tràs petite , i^UliyenAent ii 7 ou ai;. 
Par le point G, menons les jtrois deini^^^xes priedpaux G^^, ^|^ 

Gz, f qui se coupent en ce point., ^ troi^ autres droites G^r, Gy^ Gs, 
parallèles aux axes des Xf y , e, et dirigées dans le même sens. Soit 
aussi GL, une des deux partif^ » choisie arbitrairement, de l'inter- 
section du plan mobile de Gj:^ et Gy^y avec le plan horizontal, mené 
par le point G. AU iMMPLt du tieqips 4, faisons 

LGj7 == 4> LGx, = p, zGt, = d; 

de sorte que 4» 9 j ^ > soient les trpis «pgles y«uriables que l'on a cou- 
tume d'employer pour déterminer 4 cbaqve instant les trois droite» 
GiT,, G^/j G*,, fixes 4«P9 l'intépâew d'un mobile, et rencontrant 
constamment s», surface auji nu^es points* 
jl^es angles 4 ^t ^ pourront croître indié^nime«itf en plus ou en 

moins pendant le mouyement^ in«is en j suppriment à un instant 
donné les multiples de 36o*> que leurs valeurs renfermeront, nous 
supposerons qu'pp les réduise à des angles positifs et moindres que 
Sl^**. JL^ângle B sera positif et pourra seulement s'étendre depuis zéro 
jusqu'à ]|do<*} qu'il so>t aigu ou obtus, oet «ngle 9 pourra être égal k 

Tangle di^re, formé des deux angles pUns 4 <( fy OH bien k son 
supplément, selon qne l'on prendra pour 0*,i l'une ou Vautre des 

deux parties de la normale au plan de QrîP, et G^^; on supposera que 
ce soit le premier cas qui ait lien, ce qoi détermiuer«l pour toute 
la durée du mouvement, cdjie de ces den< parties qui sera prise pom- 
Qz,. Pend^ut ce^ durée , le demi-^aj^e Gt^ se trouvera Au-dessus ou 
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aûHlessoafir du plflfi horizonnal de Gjt et G^^^ savnmt qad 9 aefa aign 
ou obtus. Quant au sens dans lequ^ ks angle» ^ M f seraM eomp 
tes 9 nous conviendrons de porter l'angle 4 ^ partir de G^r, vers le 
prolongement de Gy^ db àè gauche à cîrôîte^ de inaniére que la 
ligne OL, k laquelle il abmilit^ coïncide^ par exiemple, aTecG^^ aTeô 
le prolongement de Q^^ avec cehii de Gx^ avec G^^ lorsque Tangle 
4 sera zéro, 90^^ 180^, 270^ Ensuite ^ nous porterons d abord dans 
le plan horizontal , Tangle 9 à partir de GL et vers Ga:} puis nous 
ferons tourner cet angle autour de son côlé GL, en Télevant au- 
dessus ^u plan horizontal , jusqu'à ce que Pangle dièdtre ^ forme de ç 
et 4 9 ^01^ devenu égal à d ; la position de la droite Gx ^ y à làquelte 
aboutit l'angle 9, sera alors déterminée dans lé plan incline: ùa:^ 
tombera au-dessus ou au-dessous du plan horizontal ^ selon qu'on aura 
< lâo^ ou 9 >^ 180^^ et sur GL ou sur son prolongement dans les 
cas de 4^ = o et 4^=^ 180^. Les valeurs initiales et données de 4 ^^ ^ 
détermineront la partie de l'intersection du plan incliné et du plan 
horizontal , que Ton prendra pour ]i droite GL pendant toute la 
durée du mouvement , et celui des qtiatre demi-axes principaux, 
contenus dans le plan incliné j que Ton preddra de même pour Gx,. 
Nous prendrons ensuite pour Gy^y celui de ces quatre demi-axes , qui 
fait avec GL y un angle égal à 9 + 90^. En élevant par le point G , 
ubé normale au plan de Gx, et G^, j la partie de cette droite qui fera 
avec Gz y l'angle B aigu ou obtus ^ sera le troisième demi-axé Gz,. 

t) après ces conventions , les directions des trois demi-^aies Gx, , 
Gj^p Gz,y seront déterminées à chaque instant sans aucune ambiguité, 
lorsque Ton connaîtra les valeurs de 9, 4 9 ^9 ^^ fonctions du temps. 
Eh 7 joignant les valeurs de x, ^^ Zy en fonctions de ty la position du 
mobile sera aussi complètement déterminée. Ces six variables x,^, z, 
^9 4) ^9 ^^^^ donc les inconnues du problème qui a pour objet de 
connaître le double mouvement dans l'espace, d'un corps solide en- 
tièrement libre; elles dépendent d'un pareil nombre d^équations diffé- 
rentielles du second ordre j les trois premières se rapportent au mou- 
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vement dé translation y et les trois dernières au mouvement de rota- 
tion autour du centre de gravité. 

» • • • 

(2). A un instant quelconque,, les quantités -j^, ^^ 4, sont les 

trois composantes de la vitesse de translation du projectile; celles de 

sa vitesse de rotation se déduiront des valeurs ^^ "^j ^? ^j et des 

angles 4? ^9 ^9 P^^ ^^^ formules connues qui sont indépendantes des 
forces appliquées à ce corps. 

Pour obtenir ces formules^ il faut d abord rappeler qtf'un corps 
solide, retenu par un point fixe^ tourne constamment autour d'un 
axe passant par ce point, q^ai demeure invariable pendant la durée 
de chaque instant infiniment petit, et change de direction, d'un 
instant à un autre ^ de sorte qu'on l'appelle pour cette raison \axe 
instantané de rotation* Les diamètres du mobile, autour duquel ce 
corps tourne successivement , forment dans son intérieur un certain 
cône qui peut avoir une base quelconque* Pendant la durée de cha- 
que instant infiniment petit, tous les points du corps décrivent des 
arcs de cercle dans, des plans perpendiculaires à Taxe instantané^ et 
qui ont leurs centres sur cette droite; ces arcs,, aussi infiniment 
petits, sont, proportionnels à leurs rayons respectifs. Les angles cor- 
respondants sont donc les mêmes pour tous les points dû corps; le 
rapport de Fun de ces angles au temps employé à le décrire^ s'appelle la 
vitesse angulaire de rotation ^ ou simplement la vitesse de rotation 
du mobile. Maintenant , si ce corps est entièrement libre. Taxe ios-^^ 
tantané de rotation., passera continuellement par le centre de gravité; 
mais il ne demeurera plus fixe, et restera seulement parallèle à lui- 
même, pendant la durée de chaque instant. Ainsi, GI étant la direc- 
tion de cet axe au bout du temps t^ cette droite sera emportée pendant 
l'instant dt^ parallèlement à elle-même, avec la vitesse du mouve- 
ment de translation du mobile; et pendant ce même instant, ce corps 
tournera autour de GI, comme autour d'un, axe fixe, avec une cer- 
taine vitesse angulaire que je désignerai par û^. Cette quantité variera. 
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avec le temps , aussi bien qûë chacun des angles lOa:^ , lOjr^ , IOj^^ , 
bu des angles ÏOa:, I€|^> lOz^ qui déterminent à chaque instant la 
direction du demi-axe OI, soit dans l'intërieùr du mobile, soit dans 
l'espace. 

Gela posé 9 on démontre que toute vitesse de rotation autour d'un 
axe donné, se décompose en trois autres vitesses autour de trois 
axes rectangulaires, suivant les mêmes lois qu'une vitesse de trans* 
lation se décompose en trois vitesses de cette autre nature; les di- 
rections des «axes remplaçant dans le cas de la rotation , celles des 
vitesses dafis le cas de la translation. Si donc on désigne par py q^ r^ 
les composantes autour des trois axes Gor^, ^Jn ^^/' ^^ ^^ vitesse iv 
autour de GI, on aura 



ûk^osIOj:^., q ^= o^cosIO;^^, r = o^cosIOz 



n 



ce qui signifie qu'abstraction faite de la translation du corps pendant 
l'instant dt^ et les quantités ^, q , r, étant déterminées pai* ces équa- 
tions, si l'on fait d abord décrire à tous les points du mobile^ un 
angle pdt autour de Go;^, puis un angle qdt autour de G^^, enfin un 
angle rfi& autour de Gz,, il se trouvera après ces^^trois mouvements 
successifs, dans la même position que si tous ses points eussent décrit 
un angle codi autour de GI. 

Chacune des trois quantités p ^ q 7 ^ ^ pourra être positive on né- 
gative, selon que la rotation qui lui correspond aura lieu dans un 
sens ou en sens contraire; pour fi^xer les idées „ on supposera que la 
dernière r soit positive, lorsque la rotation autour de Gz^ se fera de 
Gxg vers Gy^^ et négative quand cette rotation aura lieu en sens 
contraire , ou de G/, vers Gir, ; de même, q sera une quantité. posi« 
iive ou négative y suivant que la rotation qui aura Heu autour de G^^ 
se fera de Gz, vers Gjc, , ou en sens contraire ; et p aura aussi le 
signe + ou le signe — , selon que la rotation autour de Gx^ se fera 
de Gjy, vers Gz^^ ou bien de Gz^ vers G^^. La quantité ûê sera toujours 
positive, et égale à la racine carrée de p^ -h q^-i^ r^y prise avec le 



86 SUR LB ifourmnNT 

signe +• Obs àuppofiitiotis sonf ifoifes potir afae Vcm puisse passer fa-> 

cilemeat^ pet le geiiii» de permuttttioiîs Ae lettres que- j^âi expffqii<é 

dans mon Traité ék Méamique (^^ des formules qni répondent à 

Fun des trois demi-axes Gx^ , G^^ , Gz^ , aux formules analo^es qui 

se rapportent à un autre. Le sens de la rotation du mobile autour de 

Taxe instantané, et la partie de eette droite qui sera prise poui' lé 

demi-^xe GI, se troaTeront détermines à chaque instant, par les 

signes àep^ q^ r: au bout du temps f, sî ces quantités sont toutes 

trois ^!6^ et de signes contraires à ce qu'elles étaient au bout d'uii 

autro temps f^ le demi^xe se sera cbangé dans son prolongement , 

d'nne époque à l'autre; le corps tournera donc autour de la même 

droite , à ces deux époques , mais dans les deux sens opposés , c'est-'à-^ 

dire de gauche à droite par exemple, si GI coïncide d'abord avec Gx, 

et ensuite de droite à gauche; et ce changement résultera de celui 

des signes àep ^q ^ r, sans que la vitesse cê ait cessé d'être positive. 

Actuellement les formules connues qui lient les vitesses p^q^f^^ 
aux: trois angles 4^ ^9 ^y ^^^^ 

p = — sînflsîn^^ 4- cos4>J, 

^ s — . smôcosç^ — »ïi^7^5 ) (1) 



r 



^ — cos fl ^ 
A cos a ^ . 



Elles supposent ces angles et ces vitesses , comptés comme il a été dit 
dans le numéro précédent et dans celui-ci , et n'exigent pas que les 
droites rectangulaires Gx^, ^n ^^/j soient les axes principaux du 
mobile , ni que le point G soit son centre de gravité. Les deux 
premières ont des signes contraires à ceux des expressions de jp et q 
que renferme le n^ ^xo de mon Traité de Mécanique;, ce qui tient 
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à cfi q^fi 1^ fprofiolM du a'' 379 «upposent Uaxe Ot^ Mîvd «HHkMu» 
du platt des x exy,^ Vfm%U <p porté au^esMtts^ tandis qu'ici nona 
supposons Vu» et l'aHtiw «n^etiaus d« ce plan } dtfferenw qui a donoë 
lieu aiu £}iaxi^0Oi«nts da signes de quatre des n6u& qnaatitës dëter^ 
minéesi d^m ce n^ $79^ savoir, de a'', A^'^ c, c', et par suite» aux 
cliaugemeuts de «îgnes é^p dtg, 

(3). Pour former les ëquatlons différentielles du double mouvez 
ment de translation et de rotation dn projectile y soient m sa masse et 
mg son poidi» diminué de celui du volume d'air dont il tient la 
place 9 de sorte que g exprime la pesanteur dans ce fluide. Désignons 
aussi par X» Y^ Z, les sommes des composantes parallèles aux axes 
Ojc^ QXf Oz^ de toutes les autres forces motrices appliquées au 
mobile ; lesquelles composantes seront des quantités positives ou né-^ 
gatives , selon qu'elles agiront dans les directions de ces axes ou eu 
sens contraire. Le mouvement du centre de gravité étant y comme on 
sait 9 le même à chaque instant^ que si la masse entière du mobile j 
était réunie 9 et que toutes les forces motrices 7 fussent transportées 
parallèlement à elles-mêmes^ on aura 

w ^ =« X, w^ = Y, m^ c=a — iwgr H^ Z, (a) 

pour les tMÎs équations différentielles qw seront aussi cdUes du mou- 
vement de translation* 

On démontre également que , pendant Tinstant dt y le mouvement 
de rotation autour du centre G ert le même que si ce point était fixe 
et que les forces donnéos ne fussent pas changées ; d'où il résulte que 
les trois équations différentielles du mouvement de rotation seront 



C^H 


h<B- 


- A)vp = 


= z,. 


B«H-(A- 


- C)pr = 


= Y,. 


A$, 


1- (C - 


-8);,= 


= x„ 



(3) 
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en désignant par X^, Y^, Z^ , les sommes des moments de toutes ces 
forces , rapportes aux axes Gx, , Gy,, Gz^^ et par A, B , C, les mo- 
ments d'inertie du mobile, relatifs à ces mêmes axes. Dans la somme 
Z^, les moments sont positifs ou négatifs, selon que les forces tendent 
à faire tourner, de G^, vers Gj-^ , ou de Gy^ vers. Gx,, autour de Gj?,; 
ils sont de même, ou positifs , ou négatifs d^ns Y^, selon que les forces' 
tendent à faire tourner autour de Gy, , ou.de Gz, vers Gx,, ou de 
Gx, vers Gz,, et dansX,, selon qu'elles tendent à faire toui'ner, ou de 
Gj/ vers Gj2,, ou de Gz^ vers G^^, autour de Gxj. On* trouvera 
dans mon Traité de Mécanique ^ la démonstration de ces équations 
réduite, je crois, à sa forme la plus simple. 

Si Ton élimine ^,7, r, entre les équations (i) et (3), on aura 
trois équations différentielles du second ordre , par rapport à 4 9 ^^ ^^ 
qu'il faudra joindre aux trois équations (2)^ niais il vaudra mieux 
conserver les six inconnues ^, ^5 r, 4? ?? ®> jointes à jt, ^, z, et 
prendre les neuf équations (i), (2) , (3), dont deux du premier ordre 
et trois du second, pour les équations différentielles du problème. 
Leurs intégrales complètes contiendront douze constantes arbitraires, 
que l'on déterminera au moyen des valeurs initiales et données de x, 

7, z, 4, 9, ô, et dç celles des vitesses ^ , J, J^, ^, $^; J^, lors- 
qu'elles seront aussi données, ce qu'on supposera effectivement, dans 
la suite de ce Mémoire; si elles ne l'étaient pas, on les dK^rminefrait. 
au moyen des six équations connues 



m 



■ * 

hp = A/, C<7 = B/, Br = C/, 

relatives à t=^o, et dans lesquelles A% B^, G^, sont les sommes des 
composantes parallèles aux axes des x , j^, z, des percussions initiales, 
et A^, B^, C^, les sompnes de leurs moments rapportés aux axes 
Gxfj G/,, Gz,. 

t 

(4)« Occupons-nous maintenant de la détermination des quantités 
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X^ Y, Z, X^> T/9 Z^9 que renferment les ëquatUMis (a) et (3) , et qui 
proviendront , dans la qaestion que nous considérons y de la résistance 
et du frottement du fluide dans lequel le projectile est en mouyeiaent. 
. Le cas le plus simple est celui d'un prisme droit, dont tous les 
poiuts décrivent des ligues parallèles à ses arêtes, et qui tombe verti- 
calement pour fixer les idées. La résistance proprement dite du fluide 
s'exercera de bas en baut, sur la base inférieure; elle; aura pour 
expression, d'après Tbypotbèse ordinaire et que nous admettroiKS, le 
produit nbDY^ , où l'on désigne par Y la vitesse de ce corps ^ par b 
Taire de sa base, par D la densité naturelle du fluide, distincte de la 
densité.prè^ de celte base, et par n un coefficient numérique eL donné. 
Le projectile éprouvera ,.en outre, sur ses faces latérales, un frottement 
vertical. et. dirigé de bas en baut, que Ton supposera proportionnel 
à la somme de leurs surfaces , à la vitesse Y , à la densité D , et que 
l'on représentera en conséquence .par le produit acDY, en désignant 
par a cette sur&ce totale et par c une copstante donnée. On supposa 
que toutes les faces latérales ont le mémedegréde poli, dont la quantité 
c pourra dépendre; si elles étaient inégalement polies , elles pourraient 
éprouver des frottements diflférents, qui produiraient un mouvement 
de rotation, de sorte que, contre lliypotbèse, tous les points du pro- 
jectile né décriraient plus des droites parallèles. La constante c devra 
être une vitesse , afin de rendi*e le prpduit ocDY ' bomogène avec la- 
force môtrv^e représentée par nbDV^. En appelant H la bauteur due 
k la vitesse V, et remplaçant Y* par 2^H dans le produit nADY% 
qui devient alors vigbHDy on voit qu'il r^résente effectivement une 
force motrice, c'est-à-dire ,. le poids d'un volume de fluide, ayant 
pour base celle du prisme , et pour hauteur tin fois cette bauteur H. 
. Lorsque le projectile aura une ou plusieurs faces ^. qui ne seront ni 
parajilèles , ni perpendiculaires à la direction de son mouvement , la 
rési^tapce et le frottement qui auront Heu sur chacune de ces faces, 
dépepdront des composantes de la vitesse, respectivement perpendi- 
culaire et tangente a cette face. Supposons, par exemple, que le 
mobile soit un tronc de pyramide régulière, qui ait ses deux bases 



la 
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hori£oaUles et tootcB mb iaec6 klëvaléa ëgalemeik ptflicis*, silp|>esaM 
eHasêi ^ ce qut sera possibk ^ qisetovs les painCB de es corps ddrâîTeiit^ 
en IMdibaiit^ des droites yerticales; soit toujoiurs V leur yittese oom*^ 
mtine^ et cottservons de même icmim ke àotree oMâtiottq pveeédevites. 
La rësistatioe dp fluide qui s'exercera de lijas eu haut sur la baee îufé^ 
rieure, aura «uoore nbJ)iV* pe«r vakut : cette baee t^^ëprooifera aueuu 
frotlemeut; sur la base supérieure , il u -y amra ni résistance y ni ftoite^ 
iïient« Quant aux fikces latérales y le résultat fifera diftireat ^ selon que 
la bfiise iufôrieare b sera la plus pf tite ou la plus grande des deux 
baâes du projectile.. Dans le pranier cas ^ le seul oii ses faces éprou-^ 
veront une résistance normale , cette force sut diaque faco) sera égale 
au produit de nD et de l'aire de cette face , multiple par le cfirré 
de la compofatihte uofmale de la vitesse ^ c'est^-^re^ par y»€os*i% 
en appelant i Fangle compris entre la normale et la verticale. Elle 
se décomposera en deux forces , Fuae horiaoutale qoe l'on n^avira 
pas à con^dérer ^ et Taïutse if«rticale qui se déduira de la forae 
normale^ eu la multipUaut par om^L Les composaBtes. horimutales 
se détruiront noLutueèlement^ les composantes Tertkales s^ajouteront 
et formeront une force totale , égale à naUY^oo^iy qui agira de bfis 
en haut et s'ajoutera à la force isÂDV* relative k la base inférieure. 
Que cette iMse b soit la plus petite ou laplus^graude^ le ftxrttefueiit 
sur chaque face latérale, sera proportionnei , d'une part à la compo- 
sante de la vitesse taugfute i cette foœ, c'est-^nlire à Vsinf, et 
d'un autre c6té à la densité de rair en cootact avec cette ttiéme face. 
Cette densité sera inconoue; nousJa désignerons par ▲ ou par A/ , 
selon que à sera la plus petite ou la, plus grande des deux liases; et 
comme, par Teffet du nu)uve»ient du corps, i^air se trouvera cempri- 
mé dans le premier cas et dilaté dans le second , on aufa A* > D et 
â' < D. Dans les deux cas, les cmnposantes hortipuliELles du footle^ 
ment se détruiront mutuellement^ La composante verticale sur cbaque 
face 9 se déduire de la force tangente en la multipliant par sm i^ et 
il en résultera une force totale ^ dirigée de bas en haut, et ég^le, 
soit il ift; aV^mu' (\ soit à âcA^Ysin* i. Dans T^cemple du prisme, dont ^ 
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les fiices latérales étaient verticales , on avait i = 90^ , et Fair en con- 
t«ot n'étant ni k<mâi»faé ni clilaté j (tt devait remplacer d ou A^ par D , 
ce qui donnait acDY pour la mesure du frottement. 

Ainsi 9 dans la chute verticale d'un tronc da pyimmide régulière., 
qui a ses deux bases horizontales , la force verticale provenant de la 
résistance propremeiît dite et du frottèmant , a pour mesure , dans 
les hypothèses que noàs adoptons , 

nityV» -+- TwDV^cos^jt -4- acÙL^sïa^i^ 



lorsque la hâsè inférieure est la plu$ petite , et 



quand elle est la plus grande* Il était Bon d'examiner en détail cet 
exemple ^rtiéulier ; actuellement il s^agira d'étendre ces mesures au 
cas général d'un projectile animé des deux mouvements de transla- 
tion et de rotation , et ayaùt une foïme quelcoù<i|[ue : nous supposerons 
toutefois que sa iiup^rfi6îe ne présenté sfiicuné coticavité , et ne puisse 
être renlGdriti^ pàt une ligue di^oîtè, en plus de deux points. 

(5). Pour cela 4 soient M un point quelconque de cette surface ^ et 
X, , y, , j?, , ses trois coorâonnées rapportées aux axes Gjp, , Oy, , Ojt, , 
fixes dan^ l'intérieur du mobile 9 dé tnanière qos x/, ^^y Zj^ varient 
d'un point Màilnaat», et ne ^raHeiit point avec le temps f. L'équa*- 
tion dé cette :snr£ice aena 

* 

/(^/»^^«/)=o» (4) 

. * . ■ 

J désignant une fonction dçnnéeâ 

Par le peint M y inenon? un pian tangçnt et tt«« oonnAle à cette 
même surface ^ wit MN )a partie e^xtérleuine de cette drpite \ et 
sagponB pajr h^ f^,^ y^, les angles qu'elle fait^ ati^rbou^ du temps t^ 
des parallèles' aux axes des x,. r., z,. menées par le point H- I 



la.. 
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aurons 



<^os^=i£^ ^^^/=if,^ ^^*^i^^ (5> 



en faisant , ponr abréger , 



*-\/(f)*+(D- +(!)'. 



et donnant à ce radical le signe nécessaire pour que les formules (5) 
se rapportent à la normale extérieure MN et non pas à son pro* 
longement dans l'intérieur du mobile» Soient^ en outre ^A^ /u,y », 
les angles que fait cette normale extérieure avec des parallèles aux 
axes des x^ y^ Zy menées par le point M. Par ce même point , me- 
nons dans le plan tangent une droite MT qui soit la projection , sur 
ce plan y de la droite suivant laquelle est dirigée la vitesse complète 
de M, résultante du double mouvement de translation et de rota- 
tion du projectile. Celte droite fera avec cette vitesse un angle aigu ; 
elle pourra changer^ d'un iaétant à un autre , de position sur le plan 
tangent j. au bout du temps ty nous représenterons par a/, /te/, y/, les 
angles qu'elle fait avec des parallèles aux axes des x^y y^y z^y et par 
A^, /m'y ^ y ceux qu'elle fait avec des parallèles aux axes des x^ ^^ z\ 
angles qui pourront être aigus ou obtus, et que nous n'aurons pas 
besoin de connaître , comme on le verra par la suite. Enfin y décom- 
posons la vitesse complète du point M, en deux autres, l'une nor- 
male et l'autre tangente à la surface du mobile. On désignera la 
première par Y, et on la considérera comme une quantité positive ou 
comme une quantité négative, selon que cette composante se trou- 
vera dirigée suivant MN ou suivant son prolongement, c'est-à-dire, 
selon q;iie la vitesse complète de M fera un angle aigu ou un angle 
obtus , avec la normale extérieure MN. On désignera aussi par Y^ la 
seconde composante , qui sera toujours dirigée suivant MT , et sera 
toujours une quantité positive. Cest dans les directions contraires à 
ces composantes Y et Y^ que la réisistance proprement dite et le frot- 
tement de l'air s'exerceront au point M \ toutefois, la résistance nor-^^ 
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maie n'aura lieu qu'aux points de la surface où Y sera positive , et on 

la regardera comme nulle en tout autre point : le frottement s'exercera 

en tous les points, mais avec une intensité diffërente, toutes choses 

' d'ailleurs égales y selon le degré de compression ou de dilatation de 

l'air en contact avec chaque élément de cette surface. 

Gela posé 9 soit <£r l'élément qui répond au point M, D la densité 
naturelle du fluide , et n un coefficient numérique ^et donné : sur cet 
élément y la résistance normale aura pour valeur nlff^da- ; et comme 
elle sera dirigée suivant le prolongement de MN, ses composantes 
parallèles aux axes des jr^, y^^ z^, s'obtiendront en la multipliant 
par — cos A,, — cos /u,, — cos f, , et ses composantes parallèles aux axés 
des a: y y, « , en la multipliant par — cos À, — cos ^, — cos v. De plus, 
après avoir formé l'expression complète de Y, l'équation 

V = o, (6) 

jointe à celle de la surface , déterminera une courbe qui divisera cette 
surface en deux parties, telles que la valeur de Y sera positive pour 
tous les points de l'une et négative pour tons ceux de l'autre. Nous 
appellerons la première, la partie antérieure du projectile, et la se- 
conde , la partie postérieure. Or, par hypothèse , la résistance nor- 
male s'exercera seulement sur la partie antérieure; si donc on désigne 
par y) , les intégrales étendues à- toute cette portion de surface , et 
que l'on réserve / pour indiquer les intégrales relatives à la surface 
entière, on aura 

— nD/;V»cosA</<r, — nDjy^ CG& fjudff y — wD/JV» cos »cfr , 

i 

pour les parties de X, Y, Z, qui proviennent de cette résistance. 
D'après les signes que l'on doit attribuer (n^ 3) aux momeB4p des 
diverses forces, dans les expressions de X^, Y^ , Z^ , ceux des compo- 
santes parallèles aux axes des ^pJi^ ^p de la résistance normale, agis*- 
sant au point M , seront 

y/iD V^ cos h^dff — jr^nDY^ cosadffy 
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)iar rappcnrtÀ l'axe Oz/ ; 

xjnjyV^ cos v^cSr — z^/îDV^ cos A^do- , 

relativement k Taxé Qr, , et 

par rapport à l'«xe Gx^. Par conséquent ^ les parties de Z, , Y^ , X^ , 
provenant des résistances normales , seront données par les formules : 

■ 

niyj.(y,cos A, -^ a? cos/4, ) V^dSr, 
nP/, (o^cfc f, — z, fcosX, ) V^^<^j 
ht|^ (jr^èoàTe*, — j^, cô&fjy^dff. 

A l'égard du frottement qui s'exercera sur l'élément dcr^ il aura 
pour expression le produit pVVtr, dans lequel p est une quantité po* 
sitive , prd|i6rtioniieUe À la densité de Fair eo contact avec do- y qui 
potirrà varier 9 en outre, d'un élément à un autre , à raison du d^ré 
de poli de la, surface, et devra avoir pour faeteuts, comme dans 
Teacemple du n^ précédent , une densité et une vitesse , afin içxe fV'd^ 
puisse représenter une force motrice. Cette A>rce étaut d'ailleurs di-- 
rigée en sens èontraire de MT, on obtiendra ses composantes paral- 
lèles atix axes des jt , 7 , ;e, en la mîultipliaat par — cosA% «— oosfdf ^ 
— cos/, et ses composantes |iaraUàles aux axes des x^y^^ z^j en la 
multipliant par — cos a'^, — cos^f'^, — cos / . D'où Ton 



fKMt les parties de X, Y, '^, qui proviennent du ^frotte^nt de tous 
les peiats du mdhile contre le fluide , et ensuite 

y(/,cosA^ — j:,cos^'JpV'A-, 

y(jr,cos/ -^ *, 6bsA'^)pV'éKr, 

•^ y(^/COS/u' — jr^ cos/)pVW(r, 

pour les parties de Z, , Y^ ^ X^, dues à la même cause. 
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oamplèUB an mt quaatitë» X^ Y, Z, X, , Y^ ^ Zry ^ con- 
s ^aationâ l^\ et (3) « seront donc 



Z s — «DXV» cos F</r — fiV cos F'rfr , 

X, = nDJXz.cQBfi, — r,co8»;VdSr + /^x.cos^; — J-.cos/JpV'dr, 

T^ = llDX,(X,COSjr^ — *^C<WA^)V»Jr +/^^ças»;*^*,COSyj^Wr, 
Z^ as nD/;Cr,co$A^ — ar^ços^JV'A- + /(;r^çosA', — «,co8m'^)^Wo-» 



(7) 



(6) Gea formulçd conviendront égalemexit au cas où le fluide dam» 
lequel le corps se meut est un liquide incompressible^ et au cas où 
le mouTeVient a lieu dans un fluide ëlasti^^, dans Tair^ par exemple ^ 
comme nous le supposons dans ce mémoire. Mais la détermination , 
dans ce dernier cas, de la densité du fluide près de la surface du pro- 
jectile, est un problème, que Fou est loin de savoir résoudre. Pour y 
suppléer, il faudra donc fkire une hypothèse sur cette densité et 
sur l'expression de p. Or, on peut admettre qu'en chaque point M 
de cette surface ^ la différence entre la densité variable du fluide et 
sa densité naturelle D , ne dépend que de la vitesse normale V du 
projectile ^i ce mêwfi point , et qu'il y a compression ou dilatation * 
da fluide 9 selon que cette vitesse est. positii^ ou négative, c'est* 
à-pdire ^ s^a qui'elle est dirigée du dedans en dehors , oa du dehoi^ 
en dedans. Gela étant , l'hypothèse la plus simple sera de supposer cette 
différence proportionnelle à Y, et de faire , en conséquence , 



Mf et A étent des quantités positiiraa ,. èomt la poensbière mnm ma 
nombre abstrait , et^lm seeonde usa vitesse inaciable, da point. M à^ un 
autre, avec le degré de poli de la Mnsfiioe doi projectile, invaciaUe 
quand la surface sera partout également polie, comme on le supposera 
dans la suite. 

Dans la partie antérieure du mobile, cette expression de p sera 
toujours positive j dans la partie postérieure, elle povrra devenir 
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négative ; on ne devra donc pas l'étendre aux points .(M»r lesquels 
cela arrivera efiectivement , et qui seront situés sur la surface , en- 
deçà de la courbe où Ton aura 

* + Vc=o. (9) 

Mais en ces points, le frottement n'aura pas lieu ou sera insensible, 
à raison de l'extrême ténuité du fluide, ou d'un vide presque parfait 
qui se fera^ dans le cas d'une très grande vitesse du projectile , entre 
l'air et une partie de la surface j on pourra donc négliger le frottement 
dans cette portion de surface, et ne pas étendre les intégrales désignées 
par /en - deçà de la courbe déterminée par les équations (4) et (9) , 
de même que les intégrales y) ne s'étendent pas en-deçà de la ligne 
qui répond aux équations (4) et (6). 

De cette manière, il ne restera plus qu'à former, pour les substi- 
tuer sous 1m signes /et /^ les expressions générales des vitesses Y et 
y y et de leurs composantes, soit par rapport aux axes des x ,^, z, 
soit par rapport à ceux des x,, j^^y z^. 

(7). Désignons par i/, f^, ip, les composantes parallèles aux. axes 
fixes Oj:, C^, Ojk, de la vitesse complète de M, de sorte que les 
parties de a, i^, w^ qui proviennent du mouvement de translation^ 

soient ^, ^9^9 pour M comme pour tout autre point du projec- 
tile. Les coordonnées de M rapportées aux axes mobiles Gx^, Qr^ Gz^^ 
étant ^i^jf^ «y, et les composantes autour de ces axes, de la vitesse 
angulaire de rotation , étant p^q ^ r, les composantes parallèles à 
ces mêmes axes de la vitesse absolue du point M , qui résulteront de 
la rotation du mobile autour de l'axe instantané GI, seront, comme 
on peut le voir dans mon Traité de Mécanique y 

qz, — ry, , rx, — pz^ , py, — qx,. 
i « 
Par conséquent, nous aurons * 
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âx 






pour les valeurs complètes de u j i^^ Wy dans lesquelles les neuf 
quantités a^ € ^ etc. , sont les cosinus des angles que font les axes mo- 
biles Gx; , G^^, Gzjy avec les droites parallèles aux axes fixes des 
^9 J'y ^9 ^^ tnenées par le point G; en sorte que l'on ait , au bout du 
temps t quelconque , 

cosx,Gx = A y cosjrjGa; = 
cos JcjGjr = a! y cos y fijr = 
cos xjGz = a" , cosyjGz = 

Ces neuf cosinus seront des fonctions de t y qui s'exprimeront par des 
formules connues^ au moyen des trois angles 4 9 9j'^9 ^' seront 
liés entre eux par les six équations 



c, 


cos zfrx = 


= 7» 


«', 


cosr^Gr;' = 


= y, 


e", 


cos z,Gz s= 


= /• 



«• ^ «'• _t- «?'• 


^ 


^ + €'" H- €"' 


= I 


y' H- y- -f- y" 


= I» 


«g -1- «'r -^ •"€" 


= 0, 


y» ^ y«' ^- yv 


= o> 


fy + ry ^- 6"/! 


= 0, 



(") 



que l'on pourra , si l'on veixt, remplacer par ces six autres^ qui leur 
sont équivalentes y 



«• -h tf* 


-h r = 


= ij 


«'* -h Cf' 


-h y- = 


= i> 


«"• -f. d'" 


+ y = 


= I, 


a»' ■+■ se' 


+ 77' = 


= 0, 


«V 4- g'é" 


-H yy = 


= 0, 


*"• -H g'e 


+ /> = 


= 0. 



(12) 



i3 
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Soient aussi u^^ u^^ u^^j les composantes de la vitesse complète 
de M , parallèles aux axes Gx, , G^^ , (jz^ ; nous aurons 



"> = 


= au H- »V -h a'W, 


^1 = 


= ga -f. eV H- é"w-, 


w, = 


= >M +' t/c' -h y'ii^5 



et si Ton fait^ pour abréger ^ 



t "* 



r , 

et que Ton ait égard aux équations (lo) et (ii) ^ on en conclura 



u, — jr' - 


\- qz, - 


- 0^,y 


V, —f ^ 


h rXf - 


" P^o 


w, = jz' H 


h pr,- 


- 9^r 



(x4) 



On peut reiùarquer que xf ^ f ^ tf ^ sont les composantes de la vitesse 
du mouvement de translation^ parallèles aux axes des x,^ j^y z/^ par 
les règles de la composition des vitesses ^ qui sont les mêmes que 
celles de la composition des forces , on aura réciproquement 

» ^ = «/ -h €/ + 7«'j 



pour les composantes de cette même vitesse , parallèles aux axes des 
Xjjr^ jz; ce qui se déduit également de la combinaison des équations 
(12) et (i3)- 
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Observons aussi que les angles A^ /^^ v^ et A^^ ac^, f,^ répondant à 
une même droite MN et à deux systèmes différents d'axes rectangu- 
laires^ on aura, d'après une formule connue, 



cosA = 


acosA^ -+- écos/bc^ •+• y cos y,, 


COSyU = 


a'cosA/-+- €' cos fji^ -H 7/cosr,, 


cos V — 


(*''cosA, + €"cos^^H- y cos y,. 



.(16) 



(8). D'après ce que représentent u^y v^^ Uf^^ ainsi que \y /u^,9 if,^ la 
vitesse normale Y aura pour expression 



4 



U^COSA^ -i- f'^COS/U, -H W^CQSf^y 



ou bien, en vertu des équations (14)9 
V = X ' cos A^ + y cos ^, H- z' cos y, 



(7Z,— /7-,)cosA,-h (rx, --pz,)cosfi,-h(pjr^ — ^x,)cosf^; 



(17) 



et cette formule , jointe aux équations (5), (^3)^ (^^)^ ^^^^ connaître 
la vitesse V et ses composantes Vcos A,, V cos ^„ Vcos »[,, ou V cos A , 
Y cos fjLj Vcos y, qu'on devra employer dans les formules (7). 

La vitesse complète du point M ayant été décomposée en deux 
autres y et y% les sommes des composantes de celles-ci , parallèles 
aux axes fixes , doivent être égales k u^ i^^ i^*^ d'où il résulte 



u = 


= Vcos A 


-H V'C0SA% 


u = 


== Vcos^ 


-t- V cos /uf. 


w = 


= Vcos V 


-4- Vcos/; 



(18) 






ce qui fera connaître les composantes V^cos A% V^ cos lu! , V^cos 1/ , de 
V% au moyen de celles de V et des formules (10). Relativement aux 
axes mobiles 9 on aura de même 

M, == V cos A, -t- y cos a' , ^ 
i^, = Vcos/u^ H- V'cos^', > (19) 

«^, = V cos Vj + V cos / , j 

t3.* 
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pour déterminer les composantes V cos a' , V cos /u . , V^ cos k , au 
moyen de celles de Y et des formules (t3) et {i4)- 

Après avoir substitue dans les formules (7), les expressions des 
diverses composantes de Y et Y^^ et avoir fait sortir hors des signes/ 
et y), les quantités communes à tous les points du mobile, savoir, les 

vitesses -^, -^, ^, p^^j ^9 ^^ les neuf cosinus «, 6, etc. , on aura 

les expressions de X, Y, Z, X^, Y^ , Z^, qu'il s'agissait d'obtenir. Mais 
leur extrême complication rendra tout-à-fait impossible l'intégration 
générale des équations du double mouvement de translation et de 
rotation du projectile ; et pour parvenir à des résultats utiles , il fau- 
dra se borner à considérer les cas les plus simples, soit relativement 
à la forme de ce corps , soit par rapport à son mouvement de rota.- 
tion. Cest ce que nous ferons dans les paragraphes suivants. 



§ IL Influence du frottement de tair sur les mouvements de 

translation et de rotation du projectile. 

(9). On supposera que le mobile soit composé de couches sphéri- 
ques et concentriques , dont chacune a la même densité dans toute 
son étendue, qui pourra varier d^une manière quelconque, d'une 
couche à une autre; ce qui comprend le cas d'une sphère pleine et 
homogène y et celui d'une sphère creuse dont la partie pleine a par- 
tout la même épaisseur. 

Le centre de figure de ce corps sera son centre de gravité Gj 
tous ses diamètres étant des axes principaux , on pourra prendre trois* 
rayons rectangulaires quelconques, pour les trois demi-axes Gx^, 
Qt/ > Crjc^ > pourvu qu'ils soient les mêmes , ou qu'ils aboutissent aux 
trois mêmes points de la surEsice, pendant toute la durée du mou- 
vement. En désignant par / la longueur du demi-diamètre, on aura, 
d'après les équations (5) , 
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COSA,= j', COS/U,= ^', COSK,=^; {a) 

et les angles Ay, /«*,, i^,, seront ceux qjie fait le rayon GM, aboutis- 
sant au point quelconque M de la surface^ avec les demi -axes 
Gj:,, Gxjy Gz,. 

Ces valeurs de leurs cosinus font disparaître de l'équation (17), 
les composantes py q, r, de la vitesse de rotation , et Ton a simplement 



L'équation (6) devient donc 



elle appartient à un plan passant par le point G ; et comme les 
quantités j/^j^, z^^ sont les composantes suivant les axes des x^, Yi^^p 
de la vitesse du mouvement de translation (n® 7) » on en conclut que 
ce plan est perpendiculaire à la direction de cette vitesse. Ainsi ^ les 
parties antérieure et postérieure du projectile seront les deux hémis- 
phères déterminés par le plan mené par son centre G ^ perpendiculai- 
rement à la trajectoire de ce point dans l'espace; en sorte que ce sera 
à l'hémisphère antérieur que devront s'étendre lesintégrales indiquées 
par/, dans les formules (7). 

Pour que les autres, intégrales que ces formules renferment s'é- 
tendent à la surface entière du projectile , je supposerai que dans sa 
partie postérieure ^ la vitesse Y ne devienne jamais plus grande que A, 
abstraction faite du signe.- Je supposerai aussi la surface également 
polie dans toute son étendue ^ afin que le nombre n' et la vitesse k 
soient les mêmes en tous ses points. Après qu'on aura fait sortir hors 
des signes /^ les quantités communes à tous les points de la surface et 
variables avec le temps ^ ces intégrales seront des quantités constantes, 
faciles à calculer et dont plusieurs se réduisent à zéro. Cette constance 
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n'aurait pas lieu ^ si la quantité A: + Y pouvait devenir zéro : la courbe 
déterminée par Téquation (9)^ sur la partie postérieure de la surface ^ 
et d'où dépendent les intégrales /, serait alors un petit cercle per- 
pendiculaire à la direction du mouvement de translation^ qui pourrait 
s'approcher ou s'éloigner du centre , selon que la vitesse V augmente- 
rait ou diminuerait pendant la durée du mouvement j ce qui rendrait 
ces intégrales variables avec le temps t à raison de leurs limites y et 
compliquerait beaucoup la question. 

(lo). Les valeurs de cos A^^ cos |U^, cos t^y données par les for- 
mules (a) y rendront nuls les coefficients de Y^da sous les signesy), dans 
les trois dernières formules (7) ; et ces mêmes valeurs , jointes aux 
équations (19) 9 réduiront ces formules à celles-ci : 



Y. 




- f^,) pdar , 




qui deviendront 








Y, — n'DÂ/(w/r, - 


— u^^) ii<r 







en vertu de Téquation (8) , et en observant qu'on vient de supposer 
que nf et A sont des constantes. 

Jy substitue pour w„ ç,j w,, les formules (i4) ^ ^t pour V la for- 
mule {b). Les intégralesys'étendant, par hypothèse, à la surface en- 
tière du mobile , qui est celle d'une sphère , on a évidemment 

fx/l(r = o, jy^tr = o , /iJ, 4ir = o , 

fx/rjdr = o , fz,x,da' = o , Jjr^jlfcr = O , fx,r^,d(r = o , 

/<rA«=0, /<x,flKr =0, fyz/icr =0, 

fxj\d(T = o, fz,œ]dff •= o, fy^]d(T = o. 



» • • •, » » 4 



• 
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En désignant à Fordiiiaire par it le rapport de la circonférence au dia- 
mètre , de sorte que la surface* de la sphère soit 4^/* ^ on aura aussi 



/« -4- y: + v)^<^ = W^V^\ 



»»•> 



de plus les trois intégrales fx^dxr^ fyM^j f^t^àa^ seront égales entre 
elles ; chacune d'elles sera , par conséquent ^ égale au tiers de leur 
somme ; et il s'eiMuivra 

De cette manière^ on trouvera 



3 ^ 
8rr/4 



J{uj, — v^^da = - 

y(<;^, — W,y)^ér = o , 
A^t^i—. «/r;)V<«r = o, 
y(«/^/ — Vficy(fd<T = Oj 

R 

d OÙ il résultera finalement 

X, = 3~ A» , Y, = j— ^, Z, = 3— r. (c) 

Le calcul des valeurs de X ^ Y , Z , est beaucoup plus compliqué , 
et le résultat moins simple. Nous le diviserons en deux parties : l'une 
relative aux termes qui dépendent des intégrales fy Tautre aux termes 
dépendants des intégrales/) ; Ht nous commencerons par la première 
de ces deux parties. 
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(il). Ed vertu des équations (8) et (i8) , oo a d'abord 

/pV'cosA'A- = n'D(A/MB6r — kfVcoshda +fuS[da - f\H:oshdff) , 
fpY'cosf/dr= nTy{kfçd(r — k/Ycos/uOr^ /pVifc — /Vcos/t^) , 
/pTcosf'dcr = n'D{kfi4^dcr'-kfVcoSfd(r ^fWVd(r —/y-cosfda). 

D'après la valeur de Y et les formules (i6), les quantité Y^cosAdir, 
y^cosfida y Y^cosf da- , ne referment que des termes ^ont chacun est de 
dimension impaire par Apport k x,^ jr^^ z^^ ^t dont les intégrales, 
étendues à toute la surface sphérique sont par conséquent nulles; en 
sorte que Ton a 

/Y*COSAi/<r = o, fY^cos/Lcda- = o, /Y*cos«ir = o. 

En supprimant de même les termes dont les intégrales sont nulles ^ 
on déduit immédiatement, des formules (lo) et de la surface 4^2^ de 
la sphère, 

m 

En ayant égard , de plus , à la valeur des intégrales fr/do- , y^/cfo-, 
fz/da-y et aux équations (i5) , on trouve aussi 

/Vco8Arf«r= 4^ § , /Vcos^ = 4îL ^, yrcosrdlr = ^^ % 
On obtient de même, sans difficulté, 

^wsér = ç [(€'v- «y)r-+-(«'v-y'xOv-f (yy- ev>j. 



DES PROJECTILES DANS I?AIR. loj 

En mettant les formules (i3) à la place de *',y, z', il vient 



€x^ - 


-y = 


= (&t' - 


--^l + (^ - 


-•^0^, 


az' — 


- yj/ = 


= («y - 


->*of + (•/- 


->»'o|, 


yy - 


- fo' = 


= (>€' - 


- ^y) 1 + (o^ - 


- ^yoS, 


€'a/- 


-•y = 


= (€'•" - 


--^€")| H^<^'»- 


--'0^, 


ufz'- 


-y*'= 


= («V- 


-y*'0| + (^'y- 


-y«)Ê^, 


yy- 


- Ç!z' = 


= (y e" - 


- ^y")^ -^ (y« - 


- «'>)^» 


e^xf- 


- jy= 


= (e"* - 


■ •"«) ^ -4- (€'V- 


- -^o|, 


cl'z' - 


- y v= 


= («'V 


/.) ^^ + («fy_ 


• AOf , 


y"y'- 


rv = 


= (ye - 


^y)^ -^ (/€'- 


-€">") fi 



or , d'après certaines formules dont j'ai fait usage dans d autres mé- 
moires , on a 



«". 



ry- 


-é'V, e = 


= y." 


- yv, y 


e"> - 


ey, €'= 


= y« 


-y.»", y 


ey_ 


«V, é-= 


= y^ - 


-y*, y 



«€'-_ »'g; 



et au moyen de ces neuf équations (^) ^ jointes aux neuf précédentes , 
on aura « 



(*) Elles se déduiront de celles qui sont démontrées dans le n^ 6 de mon Mémoire sur le 
Mouvemeni de rotation et un corps solide (tome XIV des Mémoires de V Académie des Sciences) , 
en faisant dans eelles^ci : ar=«e, bsrtêt\ ezs.ë^^ «r=C, V^ssC^ c'^C^ cfiessy^ 6'ss/, 



C z:zy , 



4 
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OÙ Ton a fait y pour abréger , 



(«'É-^'Di'^(«'§-«"l)?+(>'»->"^-=p. - 

De ces diverses parties des intégrales indiquées par /, on déduit y 
pour leurs valeurs complètes , 



(12). Pour déterminer les intégrales indiquées par y] dans les ex- 
pressions de X 9 Y, Z 9 et qui se^rapportent à Thémisphère antérieur 
du projectile, je mène par le point G trois demi-axes rectangu- 
laires GH^ GH^, GH'^, dont le premier soit tangent à la trajectoire de 
ce point et dirigé dans le sens de son mouvement j et dont les deux 
autres se trouvent , par conséquent y dans le plan du grand cercle qui 
termine cet hémisphère^ Soit Ç l'angle HGM compris entre GH et le 
rayon GMdu point quelconque M de la surface^ soit aussi n l'angle que 
fait la projection de GM sur le plan des deux autres demi-axes avec 
GH^; nous aurons 9 comme on sait, 

cos HGM = cos Ç , cos H^GM = si n Ç cos « , cos ff 'GM = sin Çsin ti. 

D'après une formule connue, les cosinus des angles A, ^u, 9, que fait 
ce même rayon GM avec des parallèles aux axes des Xyjr^ z y menées 
par le point G, pourront s'exprimer ainsi : 



cos A c= h cosÇ -f- h' sin^cosn + A" sînÇsinw , 
cos^ = A,cosÇ 4- A', sinÇcosif ■+• A"iSinÇsin>f , 
cos F = Aa cos Ç -h A'a siu Ç COS If -+- A^aSiu Çsiu tf , 
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• * 

OÙ Fon désigne les cosinas des angles qnefont ces parallèles ^ par A, 
kiy h^j avec GH , par h! , k[ , k[ , avec GH', par A'', A' , A* , avec GH". 
9î l'on appelle s l'arc de la trajectoire du point G^ compté d'nn point 
fixe sur cette courbe , et aboutissant à la position de G au bout du 

temps t y les trois premiers cosinus auront pour valeurs 

« 

ce qui suppose la diflférentielle ds positive dans toute Fétendue de la 
trajectoire. Quant aux six autres ^ ils dépendront de la direction arbi* 
traire de GH^ et GH'^ dans le plan perpendiculaire à la courbe y et 
nous n'aurons pas besoin d'en connaître les valeurs. 

La vitessa du point G ou du mouvement de translation , sera ^ .• 

et comme d'après Tiéquation (A) y et ce que xf y j' ^ x! j représentent 
(n^ 7)9 la composante normale Y de la vitesse complète de M ne 
dépend que de ce mouvement y on aura simplement 

# 

V=|cosÇ. 
Jl en résultera donc 

rV'cosArflj = ^ (a Tcos^Çair -4- h! fpos%sinl^cosnda 

. -4- A^'/^cos'ÇsinÇsiniidflr), 
rV»ços^<r = ^ (hif^co^l^dff -*- a;; rcos'ÇsinÇcosifdSr 

-H A' /^cos^ÇsinÇsiniiWijV 
fy^cosfdr = ^ Ohffiùs?Kl^ -4- A^-Tcos^ÇsinÇcosiidir 



+ A' rcos*ÇsinÇsiniid!j\ 



L'élément difiérentiel da de la surface sphérique aura d'ailleurs pour 
expression 



1 



I08 SUR £iB HOUrXMVttT : 

Pour ëtendre les trois intégrales /, à toute la surface de rhémisphère 
antérieur, il faudra les prendre depuis ^ = o cft ii=îO jusqu'à ^==i*?r 
et n = 27r j ce qui rendra nulles les deux dernières intégrales conte- 
nues dans chacane des équations précédentes : on aura en oatre 

f cos' t:d<r = t^J-'f]' cos' Çsin C<^<ii. == î '^^i 
«t, «u «yacnt égaid «uk valeurs ée h^ hi, A^fû en résultera 

Ces quantités , multipliées par r— nD , sont les composantes de la ré- 
sistance proprement dite du fluide sur un hémisphère : leur résultante 

est dirigée suivant le prolongement de GH , et égale à ^ n?rZ*D ^ , 

c'est-à-dire à la moitié de la résistance qui aurait lieu sur le grand 
cercle perpendiculaire à GH, comme on le trouve ordinairement. 

(lo). Au moyen des formules {d) et {é)y les trois premières équa- 
tions {7) deviendront 

X = - i l^^D s J - I n^^l-m^ ~ fnVPDP, 

Z = — '-rmM} ^5 — 5 n'yrWk * — | nVPDR. 

On aurait pu simplifier les calculs qui nous ont conduits à ces 
résultats, en faisant usage des permutations townantes indiquées 
précédemment (a? 2) , et les appliquant successivement aux axes des 
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jr, j, z, et à ceux des Xfjj^y z,: il aurait suffi -de caiculer directe- 
ment un des trois termes de Tune des quantités P^ Q^ B;, ks deuK 
autres termes s'en seraient diéduîts ; et de même deux des trcHS qnan-- 
tîtes X, Y, Z, se seraient aussi déduites delà troisième. 
En eflfet y considérons ces deux li^es de quantités : 

r,p,q, 7, -, f, y> ^, es /, A^'- 

Les axes des x^X^ z^ restant les mêmes 9. supposons qi*e ceux ^les or^i 
y,yZ^y tournent autour du point G, de manière que Gur^ aille prondre 
la place de Gy,, Gy, cdle de Gz,, et Gjb^ celle dbe Gar^j il faudra, 
d'après le genre de permutations dont ii s'agk , changer chacune des 
quantités de la ligne supérieure ^ns la quantité correspondante de la 
ligne inférieure; et de cette ms^nière, le premier terme de chacune 
des quantités P^ Q, R, se changera dans le troisième^ celui-ci dans 
le second, et le second dans le premier. 

Considérons de même ces deux autres lignes de quantités : 

X, y, z, tf, al, d^,. €y &, C\ y, y, /, 
z, X, y, ct\ dj t/y €!'y €y e, y\ y, y. 

Si Fou suppose que les axes Gx^ , Gy^ , Gz^ , demeurant les mêmes , 
ceux des oCy y^ Zy savoir Oar, Qr> Ozy tournent autour du point O, 
de telle sorte queO^i? vieane prendre la |Jaoe àd Qj^f Oy celle de Oz, 
et Oz ceUe de Ox.^ il faxidm changer chacune des quantités de la 
ligne supérîenre, dans k quantité oorrospondante de la ligne infé- 
f^ieiiTO; au BU>yeu de quoi P, Q, A| deviendnmt res|)ectivement R , 
Q, P , puis la première des forno^ules (f) se changera dans la troi- 
sième, .celle-ci dans la seconde, et cette dernière dans la première. 

(i4)- En vertu des formules (c) 9 lès équations (3) du mouvement 
de rotation , ne ^^wndTOttt pas des inconnues x, 7, z. relatives au. 
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mouvement de translation , et le premier mouvement sera le même 
qtie si le second n'existait pas, ou que le centre G fût un point fi}(p^ 
au contraire , d'après les formules (/) , les équations (2) du mouve^ 
ment de translation renfermeront les angles '^j tpy B^ et ]œ vitesses 
p y q j r^ qui se rapportent à la rotation du mobile; en sorte que ce 
second mouvement influera sur le premier. Cest pourquoi nous nous 
occuperons dPabord de l'intégration des formules relatives au mou- 
vement de rotation, et de la détermination dcf ce mouvement. 

Les trois moments d'inertie A, B, G^ du projectile sont égaux, 
dans le cas que nous considérons (n"" 9) ; si , de plus , ce corps est une 
couche sphérique, d'une épaisseur et d'une densité constantes, et 
qu'on représente par IK cette densité , et par / et V les rayons exté- 
rieur et intérieur de la couche , on aura 

pour la valeur commune à A, B, G. En faisant donc, pour 

abréger, 

Mm» _ 
3iy(i*_f*) — ^> 

et en mettant les formules (c) à la place de X^, Y^, Z^, dans les 
équations (3) , elles deviendront 

dr = — Ardif, dq =^ -— ^dt, dp =z — xpdt. 

La lettre A représentera actuellement une constante positive qui 
doit être une vitesse divisée par une ligne , comme on le voit par son 
expression, et comme il est nécessaire pour l'homogénéité de ces 
équations. En les intégrant et désignant par ^, 6, c, les constantes 
arbitraires , on aura 

e étant, à l'ordinaire, la base des logarithmes népériens. 
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D aptes ces valeurs de ;>, ^^ r, les angles que fait l'axe instantané 
01 avec les trois rayons Gx^, G^,, Gjk,, seront constants (n** 2); par 
conséquent, le projectile tournera uniformément et dans le mémesens, 
autour d'un même diamètre qui sera donné à l'origine du mouvement. 
Si l'on prend l'une de ses parties pour le demi-axe Gz^y que Ton peut 
choisir arbitrairement , on aura ^9 as o et ^ = o , pour < = o ; il en 
résultera ^ = o et & ï±:âo; ce qui rendra nulles les deux a)mposanies p 
et q pendant toute la durée du mouvement , et la vitesse de rotation cû 
égale à + r 9 selon que la troisième composante t sera positive ou 
négative, c'est*^à-dire , selon que le mouvement autour de Gj^^y aura 
lieu de Go:, vers Gj^, ou de G7, vers Gx, (n^ 2). Cette vitesse a» 
décroîtra en progression géométrique, pour des accroissements égaux 
du temps f , et d'autant plus rapidement que la constante A sera plus 
grande; sa grandeur initiale et le sens donné du mouvement, feront 
connaître la valeur et le signe de la constante c. 

Dans tout corps solide, Ifjtsque l'axe instantané de rotation est fixe 
dans son intérieur , ou constamment formé des mêmes points du 
mobile, cette droite demeure aussi constamment parallèle à elle-même 
pendant le mouvement de translation. C'est, en effet, ce que l'on 
peut vérifier en faisant p = o et 9=0, dans les deux premières 
équations (i). Elles deviennent alors 

sind8in^4 = cos^, sindcos^c^j' = — sin^; 

d'où l'on conclut d^ = Q et S=so: la section du corps qui renferm% 
les axes Gx^ et Gjr^ restera donc constamment parallèle à elle-même ; 
et, conséquemment , Taxe de rotation Gjb^, perpendiculaire à cette 
section , conservera aussi toujours son parallélisme* 

Je fais ^4=^ ^QS 1^ dernière équation (i), et î^y mets'^ur r 
sa vakur. En intégrant ensuite , il vient 
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d étant la constante «rbitraiira. Le troisième ikngU 4 sera donc va- 
riable \ mais il tendra de plus en plus à devenir constant ^ et égal 
à d ; valeur qu îl atteindrait rigourensement au bout d'un temps 
infini. Comme on peut cbotsir arbitrairement le rayon Gor^, auquel 
cet angle répond , si Fon suppose que ce soit le rayon qui coïncidait 
à Forigine du mouvement avec k droite horizontale GL, à partir de 
laquelle on conipte Tangle ^^ ou aura ^ == o pour f =5=^09 d'où il ré- 
sultera c ' = ^ , et par conséquent , 



4> = - (i - e ), 



"Il un instant quelconque. 



([5). On supposera ^ pour fixer les idées y que la partie de l'inter- 
section du plan de Qrx^ et Qtfi , avec le {dan horizontal mené par le 
point G, qui sera prise pour GL^ soit celle qui aboutit i ce qu'on 
appellerait , en astronomie , le namd Mcendcmt du plan incliné y de 
sorte que les points du mobile, après avoir atteint le point L^ 
s'élèvent ensuite au - dessus du plan horizontal. L'angle cot^tant 
4 sera donné dans chaqpe cas sans ambignité , si toutefois le plan 
de fyXg et Gor^ n'est pas horizontal , ce qui rendrait l'intersection GL 
indéterminée. A l'origine du mouvement, le demi-axe G^^ fera un angle 
droit avec GL, puisque la valeur initiale de f est supposée nulle , et, 
de plus , Gix, tombera dans la partie supérieure du plan incliné (n^ i); 
la rotation aura doue lien de GL ou Gjr^ vers Gjp te qui rendra la 
constante c positive. Enfin l'angle constant 9 sera aussi donné dans 
chaque cas ; il se^ obtus ou aigu, selon qu'à Fori^ne du mouve- 
ment , l'angle dièdre formé par Fangle droit LG^, et l'angle 4 9 ou 
LGj: compté ipers la droite à partir de Gor, surpassera 90^ ou 
sera moindre, ce qui dépendra du sens de la rotation. Dans le cas 
de Fangle aigu, Gz^ ser%la partie de la normale au plandeGj:/et Gy^ 
qui tombe au-dessus du plan horizontal , et dans le cas de l'angle 
obtus , celle qui tombe au-dessous. 



DES PROJfiCnLfiS DANS I^'AIA. IiS 

Lorsqu^on Aura 6^==^^^ le corps tournera autour d'un axe horizontal; 
si , en outre , cet axe est perpendiculaire au plan vertical des Jc et z y 
qui contient la direction de la vitesse initiale du point G , il pourra 
arriver que le nœnd ascendant L ap^rtienne à la partie anté- 
rieure du mobile 9 ou à sa partie postérieure : dans le premier cas, 
on aura4 = o^ et dans le second 4 = i8o^. Si la rotation a lieu au- 
tour de la droite Gx , oii aura 4^=90^ ou 4 = ^70^? selon que le 
nœud L appartiendra à l'hémisphère du mobile , situé à droite ou 
situé à gauche du plan de Gx et Gz. Quand le projectile tournera 
autour d'un axe vertical, la droite GL sera indéterminée. Je suppo-* 
serai arbitrairement qu'on prenne pour cette droite y origine de 
l'angle tpy le prolongement de l'axe Gy. Si Ton veut alors que la 
constante c soit encore positive y ou que le mouvement ait lieu 
de Gx^ vers G^^, il faudra qu'en prenant toujours pour Gx^, le rayon qui 
coïncide avec GL, quand t = o y on prenne pour G^^ celui qui coïn- 
cide à. la même époque, soit avec le prolongement de Gx, quand la ro- 
tation de la partie antérieure du mobile aura lieu de gauche à droite, 
soit avec Gx , quand cette partie tournera de droite à gauche : dans le 
premier cas, l'angle dièdre des deux angles LG^^ et LGa; sera égal à 180^, 
le demi-axe Gz^ coïncidera avec le prolongement de Gzy et Ton aura 
6= 180^; dans le second cas, cet angle dièdre sera nul, Gz^ coïncidera 
avec Gz, et l'on aura d c= o. 

Toutes ces conventions sont conformes à celles qui ont déjà été 
faites dans les n"^ i et 2 , auxquelles nous ajoutons actuellement l'hy- 
pothèse que la droite GL , fixe sur le plan horizontal dans le cas que 
. nous considérons, soit dirigée vers le nœud ascendant du plan de Gx^ 
et Gjr,, quand ce plan est incliné, et, lorsqu'il est horizontal, les 
conditions nécessaires pour que la constante c et la vitesse r soient 
encore des quantités positives. 

(i5)- En faisant /y ^=: o et^=o dans les valeurs de P, Q, R, du 
n^ II , elles se réduisent à • 

i5 
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Les angles «,€*?, «,% , «,-G«, dont y, y, /, «^mtfiMtMt les«(^. 
ans, sont ëvidemment md^eadaBU de Paagle TariaUe 9; !« 97«leuvs 
connues de ces cosinus en fonctions des deux angtei coostaiiits 4 et 



sont 



» 

Je les substitue, avec U valeur pri^édente de r^ d^na les valeqrs de 
P, Q, R, pais celles-ci dfips 1^ formulçs (/), et ensiiite ces for- 
mules, à la pijice 4^ X, Y, Z, dïHJS Içs équat^Q^8 (a). La d«nsitë du 
projectile ét%nt D' , et sa mas3« m ay^nt pour valeur 

je fais en outre , pour abréger , 

ile sorte que les lettres /m et y(«' représentent actuellement l'unité di- 
visée par des lignes de grand9ur donnée. Les équations (3) du mou- 
vement de translation , qu'il s'agit maintenant de considérer , se 
diajigeront en cellçMïi : 



Les premiers termes de lears Mcoads membres , c^^est-À-dire , les 
termes indépendants de la vitesse de rotation ^ représenteront les trois 
composantes de la force accëlëratrice , dne à la résistance totale que 
l'ajir oppose an mouvement d'une sphère qui se meut sans tourner j 
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kifiielW résiMiaot pitihritat, sût de la difiereace des presaiens que k 
fluide exerce sur les parties antérieure et postérieure du projecstile ^ 
sctit du firottenènt de ce même fluide contre la sarfaee spbërique. La 
réndtante: de ces trois forces est tangente à k trajectoire du centre G, 
et dirigée et senâ contraire de son mouvement ; sa valeur est 

* 

eu sorte qu'elk se compose de deux termes ^ dont Fun est propor- 
tionnel au carré de k vitesse j^, et l'autre^ provenant du frottement^ 

est simplement proportionnel à k première puissance de -^^ Quand, 
cette vitesse est très petite , ce second terme est prépondérant , et la 
résistance se rédttit sensibkment à fjflk j^. C'est ce qui arrive y par 

■ 

exemple ^ dans le cas des très petites oscillations du pendule y où la 
vitesse du mobile est au-dessous d'tm centimètre par seconde ; mais 

k ocmtraire a lie» , qtuind k vitesse ^ n'est plus très petite ; et toutes 

ke expéviestes. i|ue Ton a &ites sur k résistance de l'air y concourent 
à prouver que c'est alors le second terme qui est insensible par rap- 
port au premier. Toutefois, comme nous avons supposé (n^ 9), que 
k vitesse Jk surpasse en cbaque peint de k surfitce, la com^posadte 
normale de la vitesse de ce point , et est conséquemment com^parabk 

à la vitesse ^, il faudra admettre, en même temps, que le facteur /uf 

est trè^ petit rektivement à /u , ce qui exige que le rapport - sOit une 
très ptftite fraction. 

Observons , en outre , que dans le cas des projectiles de l'artillerie , 
dont le mouvement est l'objet spécial de ce mémoire, la vitesse jcl 

est très petite par rapport à ^ : pour une spbère qui aurait un rayon 

légal à un décimètre, et qui ferait, par exemple, 5o tours sur elle- 
même en une seconde^ la vitesse -^ cl serait d'environ 1 5 mètres , et 

• • • 

ï5. . 
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par consëqaetit encore beaucoup aa-dessous de la vitesse de projection 
dès balles et des boulets. 

Les équations (g) ne sont point intëgrables sous forme finie, du 
moins par les méthodes connues; et même, en ayant (%ardà la peti'*- 
tesse des constantes /uf et ^c/, ce n'est que par des calculs très compli- 
qués que Fou parviendrait à en déduire des valeurs approchées de x, 
J, Zy dans le cas général où le mouvement du centre G a lieu suivant 
une direction quelconque. C'est pourquoi je me bornerai à considérer 
successivement les deux cas particuliers où cette direction est à 
très peu près horizontale et à très peu près verticale. 

(i6). Je supposerai donc, en premier lieu, que la composante ver- 
ticale ^ de la vitesse de 6 demeure très petite pendant toute la 

durée du mouvement; la composante horizontale -^ est nulle, pour 

(=0^ par la supposition que le plan vertical du mouvement initial 
est celui des j: et je ; et elle reste aussi constamment très petite , parce 
qu'elle n'est due qu'à la rotation du mdbile. Je négligerai , en consé- 
quence, les carrés de ^ et ^, d'où il résultera 5 = 5-- Je n^igerai 
également les termes des équations (g) , qui ont pour facteurs la vi- 
tesse cl et l'une des composantes ^ et ^. CSes équations deviendront^ 
de cette manière , 

En intégrant la première , on aura 
a étant la constante arbitraire, qui représentera la valeur initiale et 
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donnée de -j^. En intégrant une seconde fois, de manière qu'on ait 
X = o pour / = o , il vient . 



équation qui fera connaître la valeur de x en fonction de t, ou réci- 
proquement. On avra^euméme temps , 

dx akfê 



à^ (d^-f.i^O«^*' — ^ 



Pour intégrer la troisième équation {h) , je filis 



d* ^^^ -/<** 
dt — ^"3* 

En vertu de la première , on en déduira 

diaprés la valeur précédente de -^^ on aura donc 

^ = — -;J^, [(a/tt -i- */«') c^*» — «/k] — i /u'c/sin Ô cos 4^-*'; 
et si Fou int^re et que Ton multiplie ensuite par ^^ il en résultera 



b étant la constante arbitraire^ ou la valeur de ^ relative à f = o, 
c'est-à-*dire la tangente de l'angle que fait avec Faxe horizontal Ox^ 
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la direction initiale du point G, comprise par hypothèse (n"^ i)^ dans 
le plan vertical des a: et z. Cette constante devra être une très petite 
fraction ; on la supposera positive, c'est-à-dire que Ton supposera le 
projectile lancé au-dessus du plan horizontal passant pa^ son point 
de départ : en négligeant son carré, a sera la vitesse initiale de G. 

Kxt naëttant pour ^ , sa valeur dans cette dernière formule , et in- 
tégrant ensuite de manière qu'on ^it z — o quand f = , on aura la 
valeur de z en fonction de /. Cette valeur se composera de trois par^ 
ties : les deux premières s'obtiendront immédiatement ; la troisième 
se calculera par les règles relative» aux fractions rationnelles , mais 
seulement lorsque le rapport numérique des constantes f^k et A , ou 
des exposants /ufkt et Xf , sera^ àotmé. 

On trouvera de même 

f--'^'«« »(■-*-) s. (*) 

i' • • • . 

en observant que ^=0 quand t = o. Après avoir mis pour ^ sa va- 

leur, si Ton intègre, de sorte que l'on ait ausdf^ = q pour f = o, on 
obtiendra la valeur dejr en fonction de f , c'est-à-dire, la déviation 
horizontale du point G à un instant quelconque, à gauche on à 
droite du plan vertical des a: et z , selon que la valeur de J sera posi- 
tive Ott négative (n? i).. 

Elle est , comme on voit, indépendante de Tanglo 4 que fait l'inter-r 
section GL du plan parallèle au mouvement de rotation et du plan 
horizontal, avec la droite Gjt.LftrtéjgrafeyÇt— i?"**')éfj(? «C la constatée 
étant des quantités positives, il s ensuit que cette déviation jk sera néga- 
tive ou positive , selon que l'angie 9 seira aigu On cÀ tus; en sorte qu'elle 
aura lieu dans le même sens,, pendant toute la durée du mouvement. 
Quand le projectile tournera autour d'un axe horizontal, on aura 
Q = 90^ , et la déviation horizontale sera nulle , comme cela doit être 
évidemment. Lorsqu'il tournera autour d*titi aie vertical, la déviatioti 
se fera à gauche ou à droite dii pliau' des^ « et ^ ^ selon qu^on aura 
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4qa= i9&^ <m d ï^ ô 9 00)1 i>ieo , d'après œ qu'an a dit ^^ikm bttut («^ i4) > 
aeloo q«i^ lliëmîspbàK antérieur du preîeetile touriMra d« gameh» à 
droite on dans le sens a]^M»é. C'est ce que Fcm peut auasi re^rder 
fiomme évideqt à priori y ai l'on considère que <;ette dëTÎ^tion est due 
à l'excès de Iq âeiisit;ë de 1 air en avaat du parojectile^ sur m ^usîté eur 
arrière; excès qifti donne lieu k un plus grand froltement du^oîdtf» 
emitre lliemiaf^re antérieur , et à un moindre eeotoe l'kémisphèra 
postérieur : or, si l'on suppose ces frottemeots tfanspdtftés Tun eC 
l'autre au poiut G^ «Tec hvxs. intiexi$it4a «t dans leurs directions i il 
en résultera une force horizontale qui poussera ce point dans le sens 
du plus grand frottement ou en sens contraire dé ta rotation à laquelle 
il répond y c'est-^-dire vers la ganehe , quand Ws points de la partie 
antérieure du projectile tourneront de gauche à droite ^ et vers la 
droite 9 lorsqu'ils tourneront de droite à gauche. 

La déviation verticale du point 6, produite par fa rotatîoû du 
mobile, aura pour expression l'intégrale du troisième terme de la 
formule (y) , multiplié par 'dû. fille aura lieu dans le même sens peu-* 
dant toute la durée du mouvement , et sera éjgale à chaque instant y, 
au produit de la déviation horizontale et de tang cos 4. U s^ei^ft 
qu'elle s'évanouira, soit quand le corps tournera autour d'un axe 
vertical, et que Ton aura en conséquence 0=o ou 9= 180*, soit quand 
le plan parallèle à la rotation sera perpendiculaire au plan vertical 
des X et is, ou que l'on aura 4 = 90^ ^ et, en effet, dans l'un et l'autre 
cas, tout étant semblable autour de la verticale 6z, la rotation ne peut 
ni élever ni abaisser le centre G. Si le projectile tourne autour d'un axe 
horizontal et perpendiculaire au plan des x et z , la déviation vertical^ 
sera positive ou négative selon que l'angle 4 ^i^ ^^g^ ^^ obtus, ou 
ce qui revient au même, d'après les conventions du n? i4f selon que les 
points de Ifhénûsphère antérieur tourneront du haut vers le bas ou du 
bas vers le haut. Or, cela est encore évident à priori; car si l'on 
transporte au centre G les frottements de l'air contre les parties an- 
térieure et postérieure du mobile, l'excès du plus grand frottement 

i » 

sur le plus petit poussera ce point dans le sens du plus grand, ou 
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en sens contraire de la rotation à laquelle il répond ^ et tendra , par 
conséquent^ à élever ou à abaisser le point 6, selon que les points de 
rhémisphère antérieur tourneront en s'abaissant ou en s'élevant. 

La valeur de x en fonction de t^ déterminée par Téquation (i)^ est 
indépendante de la rotation ; mais cela tient au degré d'approximation 
où nous nous sommes arrêtés : pour connaître l'influence de la vitesse c 
sur cette distance x , il faudrait substituer dans le second membre 
de la première équation (g^)^ les formules (/) et (A) à la place de 

2' et -£, ce qui introduirait dans son intégrale, des termes très petits 

par rapport aux valeurs de ^ ^' 57 > ^^ auraient c ou c^ pour fac- 
teur , et dont nous Arons abstraction^ 

(17). Dans le mouvenrient des projectiles de rartiUerie, le temps t 
est toujours très court, du moins depuis l'instant du départ jusqu^à 
celui où le mobile atteint le but, ou retombe sur le terrain. Par cette 
considération , on pourra simplifier beaucoup le calcul des coordon* 
nées Xy Yj ^> du point G, en développant les exponentielles contenues 
dans les formules du numéro précédent, en séries très convergentes, 
ordonnées suivant les puissances dé U 

De cette manière , nous aurons 



»— x< 



Xt -+- etc. , e^'** = I + fjJkt -t- - A*'*A*/* + etc. j 



d'où il résultera, à très peu près, 

dt a 

di 

*: = 

di 

ds i dx gi dx i . .^dx i /_!_• a i .dx 

di — 



i + {af,+kf.')t> 




— -/u'c/ cosô. 


dx 
t 
ài^ 


idx gt dx 
^ di "S "37 " 


I .g dx 



(0 



~ A^'c/sindcos4 . t-^. 



A cause de la petitesse de fji! par rapport à /u, on peut, pour plus 
de simplicité, mettre a/j. au lieu de afc-f- kfjJ dan$ la première de 
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ces équations (/). En inférant , on aura alors 

Je multiplie les deux autres équations (/) par dty j'y substitue cette 
valeur de ty et j'intègre ensuite; il vient, toutes réductions faites, 

^ = — ^4;^(«^ — A«* ~ i), 

pour les deux équations de la trajectoire à double courbure du centre 
de gravité G. 

Quand ce point 6 sera parvenu à la distance a: du plan des^ et z, 
la quantité retranchée de bx dans la valeur de z , exprimera la 
hauteur dont il se sera abaissé au-dessous du plan perpendiculaire 
à celui des â; et is, dans lequel il a été lancé, et dont l'équation est 
z s= bx. Cet abaissement sera do|;ic augmenté ou diminué par l'effet 
de la rotation, selon que le dernier terme de la valeur de z,. sera néga- 
tif ou positif. Si ce tertne est positif, rabaissement total pourra être 
rendu négatif, auquel cas le centre G sera soulevé au-dessus du plan 
dont il s'agit, du moins pendant que le temps t ne sera pas devenu 
assez grand pour que la valeur de z qu'on vient de calculer ne soit 
plus suffisamment approchée. Dans le cas général où le dernier terme 
de cette valeur sera très petit par rapport au second, on déterminera , 
de la manière suivante , Tinfluence de la rotation du projectile 
sur la distance à laquelle il vient retomber sur le terrain , et qu'on 
appelle la portée horizontale. En négligeant le carré' de jr , cette dis- 
tance sera la valeur de x, autre que zéro , qui répond à j5==o. Si 
donc on désigne la portée par ^, quand on néglige le dernier terme 
de z, et par <w -+- 1 , lorsqu'on 7 a égard ; si de plus on néglige le carré 
de f , et même sa première puissance dans ce dernier terme, on dé- 

f6. 
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duira de la seconde formale (m), ces deux <ëqiiations : 

La première est rëqaatiôn transcendante qne Ton emploie ordi'-r 
nairement à la détermination de la portée, dans le cas du tir sous un 
petit angle. Elle n'a qu'une seule racine positive et différente de zéro : 
pour cette raciùe, le coefficient différentiel de son, premier membre, 
c'est-à-dire le coefficient de e dans la seconde équation, est négatif; d'où 
l'on conclut que la valeur de f, tirée de cette seconde équation, aurauu 
signe contraire à celui du produit sin dcos4* Cette valeur atteindra son 
maximum, tontes choses d'ailleurs égales, lorsque le projectile tournera 
autour d'un axe horizontal et perpendiculaire au plan des jc et z. Dans 
ce cas, on aura 9 = 90**, et 4 = ^ ^^ 4= 180^, selon qu'on suppo- 
sera que les points de l'hémisphère antérieur tournent du bas vers le 
haut, ou qu'ils tournent du haut vers le bas; par conséquent, dans 
la première hypothèse, la valeur de t sera négative, et la portée se 
trouvera diminuée par la rotation du mobile, tandis que dans la 
seconde supposition , cette valeur sera positive , et la rotation aura 
augmenté la portée : résultats conformes à ce qui a été dit plus haut, 
relativement au sens de la déviation verticale produite par cette cause. 

La déviation horizontale du point G , qui a lieu quand il retombe 
sur le terrain, se déduira de la première formule (m) en y faisant 
a: = ^. Si on la désigne par S y que l'on y mette pour /uf sa valeur 
relative à une sphère pleine ou à Z' = o, et qu'on ait égard à l'équation 
d'oii dépend la valeur de <Bffy on aura 

^ = g^ ^ 

en faisant, pour abréger, 

49 Çef^ — f*/m — r) ^ 
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On voit que la grandeur de cette déviatioB totale est iAd^pndante 
du rayon / du projectile. Son signe ^ contraire à celui de cos 9 y 
est conformé à ce qui a ëtë dit dans l&namërb.pr^édent. 

Je n'ai pas connaissance que Ikm ait!;fait aucUnevQxpétienoe sur le 
frottement de Tair qni. puisse servir a dëtieriffiner, le: nombre n^; et, 
faute de cette donnée, on ne pourra pas réduire en nombre cette 
valeur de ^, quoiqu'elle soit présentée sous la forme lia plus simple. 

(i8). Je passe maintenant au cas oii le projectile est lancé vertica- 
lement, et où son centre G s'écarte très peu de la verticale Oz, pen- 
dant tout le mouvement. 

En désignant par a la vitesse initiale et donnée du point G, on 
aura 

dz dr dx 

Ti ^ ^* ft = ^y Â = **' « = o, ^ = 0, X = o, 

pour t = o; conditions d'après lesqtitelles on déterminera les six 
constantes arbitraires qui seront contenues dans les intégrales des 

équations (jg). Les composantes horizontales -£ et ^ demeureront 

constamment très petites. En négligeant leurs carrés, on aura donc 



ds 


1 ds 

B H— i 


Si ~ 


-^ dt^ 



et, pour que la difierentielle ds soit constamment positive (n^ 12), 
ainsi que dty on prendra le signe supérieur dans la partie ascendante 
de la trajectoire, o^ii dz est positive, et le signe inférieur dans sa partie 
descendante, ohdz est négative. Cela étant, si l'on néglige aussi les 

produits de la vitçsse cl et de l'une des composantes ^ ^^ -^ 9 les 

équations (g) deviendront 

^^ / /f 1 ^^\ ^ 1 / f • A ê ^s dz 

^ + (a*'A ± ^^f = - iA/sinfl8m4^-^,.^ (n) 
^H- {f*'k ± ^D^ = - g' 

16. • 
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Par le point O y je mène dans le plan Aes'K et y y deux axes rectan- 
gulaires Od/ et Oy' , tels que chacun des angles x'Ox etyOf soit ëgal 
à 4^ et que Os' coïncide avec la position initiale de GL. En désignant 
par a/ et 7^ les coordonnées horizontales de 6^ rapportées à ces non- 
yeaux axes^ nous aurons, par les formules connues^ 

a/ = jrcos4 — rsiû4> y == jrsin4 -4- j^cos4« 
Les deux premières équations (n) se changeront en celles-ci : 

^^ + (/.'* ± ^D ^i: = «, 

dans lesquelles l'angle 4 ^ disparu, comme cela devait être, puisque 
la direction initiale du mouvement étant verticale, sa projection ho- 
rizontale Ox serait tout-à-fait arbitraire. En les intégrant et obser- 
vant qu'on doit avoir "^ = o et -^ = o quand 1 1=: o , il vient 

^ -= o, ^^im!cI sin fe-A*'** é=^i^f^^ e/*'*'c*^ dt, 

l'intégrale indiquée étant aussi nulle pour f=o. L'ordonnée ^ sera 
donc constante; et comme elle est zéro à Forigine du mouvement, il 
s'ensuit qu'elle le sera pendant toute sa durée et que le centre G de- 
meurera constamment dans le plan vertical des z et x^. Cest effec- 
tivement ce qui doit avoir lieu ; car l'intersection GL du plan paral- 
lèle à la rotation et du plan horizontal , conservant toujours la même 
direction (n^ 14)9 parallèle à l'axé Oj/, il n^ aurait aucune raison 
pour que la rotation fît dévier le centre G, ni d'un côté ni de l'autre , 

du plan des z et xf. L'expression de -^ montre en outre , à raison de 

la quaxitité ^ contenue sous le signe /, que la vitesse horizontale 

du centré G , dirigée vers le noeud ascendant L de cette intersection 
GL, est continuellement croissante pendant l'élévation du mobile. 
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et continuellement décroissante pendant sa chute j ce qaoa peut 
encore regarder comme évident à priori j du moins lorsque le 
projectile tourne autour d'un axe horizontal^ et qu'on a ô = 90^. En 
effet, d'une part, le plus grand frottement a lieu pendant la première 
période du mouveinent, à la partie supérieure du mobile, et pendant 
la seconde, à sa partie inférieure, et, d'un autre côté, cette dernière 
partie tournant constamment du nœud ascendant vers le nœud descen- 
dant, il en résulte que la différence des frottements supérieur et inférieur 
doit pousser successivement le centre G dans les deux sens opposa, 
comme nous le trouvons. Quand le mobile tourne autour d'un axe 

vertical, on a fl = o ou fli=i8o^j il s'ensuit -5^ = o et a/=?o; ce 



qui doit être évidemment , puisque alors il n'y a aucune raison pour 
que la rotation fasse sortir le centre G, de la verticale Oz autour 
de laquelle tout est parfaitement symétrique. 

On pourrait intégrer la troisième équation (n) en conservant dans 
son premier membre, le terme ^u'A; mais pour simplifier les résultats, 

je supprimerai ce terme par rapport à zhf^di * ^^ ^^ supprimant aussi 

dans le premier membre de Téquation relative à jc' , nous aurons à 

considérer , dans le numéro suivant , les deux équations : 

■ 

£^ l_ «fa* ^_ 

de "^ f^ de — s » . ^ X 

de ^ f* dt dt — ^fACtsinve ■^, 

(19). En prenant d'abord le signé supérieur dans la première, 
intégrant et déterminant la constante arbitraire, on trouve 

d'où l'on tire réciproquement 



dtVi 



^ af$àn ty^gf* + |/^i cos t y^gf^^ 
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et en int^rant une seconde fois , de sorte qu-on ait z-^^=^ o poiir t^^o, 
il vient 

Si Ton désigne par t^ le temps total de Pélévation du mobile y corres- 
pondant à.^ = 0, on aura 



«9 

t' S/gi^ = arc (tang' = a ^A) , 



9' 

«t par conséquent 

En dëai^nant donc aussi pa^ h^ la plus grande hauteur à laquelle le 
centk^ G parviendra^ ou la valeur de z relative à fsf', il en résultera 

A =-logri -f. ^Y 

Je prends actuellement le signe inférieur dans la première équa- 
tion (o) , puis j'iatègre de manière qu on ait f = f' et z == A , quand 

fîî = o ; il en résulte 

Z =r h ^ i log i [^^^-''^'^^^ + é^^'^^J 

Je représente par t^ le temps de la chnte; il fiiadi« que cette dernière 
valeur de 2 se réduise à zéro pour f = i' -j- ï^j d'après la valeur de h , 
et en passant des logarithmes aux nombres , 00 at^rx doncf 



v/i -^ f = î (f^'^'"' "*■ ^'"^'^ ' 
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d'où Yoù tire 



ts^ 



t^gf* ^ losÇa \/l ^ s/t -^^), 



et ^ par conséquent ^ 



{t'^QsTf^ = arc (tang = a v/gH-log(« \/\-^\/i H- Ç). 



Le temps total i^H-Z^ de 1 élévation et de la chute successives du 
mobile peut être donne par ToBservation ; et tela ëtant , cette dernière 
équation servira, si Pon veut, à déterminer la valeur de fjJ relative à 
la sphère que Ton aura projetée verticalement, en supposant connue 
la vitesse de projection a. CSette formule et les précédentes ne dépen- 
dent pas de la vitesse de rotation ; ce qui tient an degré d'approxima^ 
tion où nous nous sommes arrêtés. 

De la seconde équation (o) , on déduit 

^ = i m!cI sin Be^^fe^^' e"^' | dt, 

Tintégrale étant prise de manière quelle s évanouisse avec tr 

Ponr des valeurs de t moindres que if y oa prendra les signes supé-^ 

rieurs dans cette formble, et Ton y substituera le^ expressions de ^ 

et des exponentielles e^i^ et e^, qui se rapportent à l'élévation du 
mobile. L'intégration indiquée s'effectuera par les règles ordinaires; 
mais l'expression de dxf qui en résultera ne pourra s'intégrer pour en 
déduire la valeur de j/, que par la réductfon en série,, ou par la mé^ 
thode des quadratures. De même, pour des valeurs de t plus grandes 
que t! y on prendra dans la formule précédente les signes inférieurs; 

après y avoir mis. pour ^, e^, ^"^*> leurs expressions relatives à la 

chute dtt projectile , on effectuera immédiatement l'intégration indi- 
quéej et ensuite, de l'expression de da/ ^ on déduira la valeur de j/, 
par la réduction en série ou par les quadratures. On pourra ainsi cal-- 



128 SUR LE MOUV£MBKT 

culer, par exemple^ la dëviatîon totale du point G^ qui aura lieu à 
partir de la verticale Oz et daus le plan de cette ligne et de la droite 
6L , lorsque le mobile retombera sur le terrain j déviation qui s'ob- 
servera du côte du nœud ascendant L^ quand sa valeur sera positive, 
et du côté du noeud descendant , quand elle sera négative. 



§ lU. Influence de la non-sphéricité ilu projectile ^ sur son double 

moui^ement de rotation et de translation. 

(ao). Quand le projectile n'est point un corps composé de couches 
sphériques et concentriques , dont chacune a la même densité dans 
toute son étendue , il faut supposer qu'il s'en écarte très peu , afin de 
pouvoir intégrer les équations de son double mouvement par approxi- 
mation. Dans cette hypothèse, qui convient effectivement aux projectiles 
de l'artillerie, U solution du problènae exigera encore une analyse 
fort compliquée ' que je vais exposer avec tous les développements 
nécessaires et aussi simplement qu'il sera possible. 

Pour un corps de cette forme, l'influence du frottement sur ses 
deux mouvements sera à très peu prés la même que s'il était tout-à- 
fait sphérique; et cette influence ayant été déterminée dans le para**, 
graphe précédent, on en fera maintenant abstraction, et l'on aura 
seuleipent égard à la pesanteur et à la résistance proprement dite du 
fluide, normale en chaque point de la surface du mobile. Lorsque 
l'on aura calculé , par exemple , les déviations horizontale et verticale 
du centre de gravité, qui seront dues soit à la non-sphéricité , soit 
à la non-homogénéité du mobile, on y joindra celles qui se rapportent 
à un corps sphérique et qui proviennent du frottement de l'air. Si 
l'on veut, on y ajoutera aussi les déviations correspondantes à la 
rotation de la Terre, que j'ai considérées dans un autre Mémoire, et 
même celles qui pourraient être produites par le vent dans un air 
qui ne serait pas en repos: les sommes des déviations partielles du 
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eentre G y dues à ces diverses caases isolement , exprimeront à fort 
peu près ses déviations totales y résultantes du concours de ces mêmes 
causes. 

Cela posé , je supprime dans les formules (7) , la partie correspon- 
dante au frotteraient de l'air; puis je les substitue dans les équations 
(ri) et (3) qui deviennent 

m ^ «= — nD/V-cosAiir, 
m ^ ==.w /iD/V^cos^er, 

m ^ =^— nD/V-cosfi/er, ) (A) 

Adp -I- (C — B) rqdt = wD/J(z, cos /*, — y^ cos r,) Wer , 
Bdg -♦- (A — C)prdt == wD/;(x, cos», — «,cos X^Y^d<r , 
Cdr-^Ç& — A)qpdt = nD/,(r,cos A,— ar,cos;u,)V^, 

oii l'on devra se rappeler que les intégrales indiquées par f^ ne 
s'étendent qu'à la partie antérieure du projectile ^ dont le contour est 
déterminé sur sa surface, par l'équation (6) ou Y = 0. 

Les valeurs de cos A^, cos/u^, cos v^y seront toujours déterminées par 
les formules (5) qu'il s'agira d'appliquer à la surface particulière du 
projectile, et d'où l'on déduira ensuite, au moyen des formules (16) 
et (17), les expressions des quantités Y^ cos A, cos /a, cosy, relatives 
à un point quelconque M de cette surface. 

(ai). Désignons par p le rayon vecteur GM de ce point, et par A^, 
fJ y if y les cosinus des angles qu'il fait avec les axes Gx^, Gj^, Gz^, 
de sorte qu'on ait 

pour les coordonnées de M , et en outre 

A'a -t- fjtl» 4- •• = I. 



De Féquation (4) de la surface, on tirera une valeur de p que l'on 
pourra représenter par 

p = /(l -4- »«)i 

*7 
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/ étant le rajroa d'une «phiire équivaleate en volume à* celui du pro^ 
jectile^ u désignant une fonction donnée da a\ /t/y /^ ^t «une cens-' 
tante qui sera une très petite fraction. On aura réciproquement 



p= vx:+7:-4-<, y=s, ^'==^, / 



et Ton devra prendre 

pour la fonction / qu'il faudra substitiier dans les équations .(£>)• 

Dans tous les calculs suivants ^ nous négligerons le carré de i^ 
mais après avoir déterminé l6s valeurs approcliées des inconnues , en 
ayant seulement égard à la première puissance de cette fraction , on 
pourra^ si Ton veut ^ tenir compte successivement de son carré, de son 
cube, etc., par la méthode connue des approximations successives, 
dont l'application ne présentera plus d'autre difficulté que la longueur 
des calculs : rapproximation à laquelle nous nous bornerons, suiBira 
pour rendre raison de toutes les circonstances que présenteront les 
deux mouvements du projectile , et pour apprécier l'influence de sa 
figure et de sa rotation sur la . justesse du tir. 

D'après la forme de la fonction /, on aura 



if = 

dx 


"" 7 


''/ = 


= ^ 


d», - 











es formules 
pour ftcteui 
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une même droite GM, et à deux systèmes différents. d'axes rectangu- 
laires auxquels se rapportent les cosinus a y €, etc. ^ nous aurons 



/a 



«A" 


H- 


«V" 


-4- 


*'V', 


Ca" 


_h 


€V' 


-4- 


6"*", 


7A" 


-4- 


>V' 


-l- 


yv. 



/ >»v// . ^f,Jl éB^Ui l /px 



Enfin 9 si Ton daigne par n langje que fait la projection de GM 
sur un plan perpendiculaire à GH et passant* par le point G, avec 
une droite fixe menée arbitrairement dans ce plan et par ce point \ 
et si hy h' ^ etc. , représentent les neuf mêmes cosinus que dans le 



n° 13, on aara 


• 




a" = 


A COS^ -4- 


A^sinÇcosn -h A'^sinÇsinir, 


/«*" = 


iSiCOsÇ -4- 


A'.sinÇcos» -4- AlsinÇsiuji, 


•' = 


AqCOS^ -t- 


A'sinÇcosn + AlsinÇsinir. 



(G) 



(2!i). Telles sont donc les diverses valeurs que Ton devra employer 
sous les srgnes f^ ^ dans les seconds membres des équations (A). Les 
coefficients de do- se trouveront exprimés en fonctions des deux angles 
^ et M , variables d'un point M à un autre de la surface du projec- 
tile , et de quantités communes à tous les points du mobile, qui va- 
rieront avec le temps t. C'est par rapport à ces deux angles que les 
intégralesy)^ devront être prises» 

L'élément de la surface sf>hérique dont le centre est G et le rayon 
p, aura pour expression p^ sin Ç</Ç</»f , et sera la projection sur cette 
surface 9 de l'élément do- de la surface du mobile au point M. Si l'on 
désigne par i Fangle aigu q^ie fait la normale en ce point avec le 
rayon MG, on aura, en conséquence, 

cos idr = p* sin t^dl^dii. 
On aura d ailleurs 

cos» = y ces A; -h /ufcos/ti^ -H /cosr^; 
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quantité que les Ibrmaks (B)^ prises pcwr les yaiéttrs de coeA,, cos/k^, 
cosv^, irëduivottt à rtmité.En ayant égard à la valeur de p-, et parce 
qu'on néglige le carre de i , on aura donc simplement 

do' s=s /«(i «^ 2fu) sin Çd^dli. 

: Pour étendre les intégrales doubles indiquées pary^, à toute la partie 
antérieure du projectile , il faudra les prendre depuis Ç=^ o jusqu'à une 
val<rur de-Ç en fonction de ti y donnée par Féquation Y tt: o , et ensuite 
depuis n =^=^0 jusqu'à )r=s st. Or, d'après la formule (E), cette valeur 
de Ç différera très peu de Itt; en sorte qu'on pourra la représenter 
par T ^ -4- iA 9 en désignant par k une fonction de n dont la valeur 
nous sera inutile à connaître. En effet y soient n et û deux fonctions 
quelconques de Ç et »f ; en négligeait le carré de t , on aura 

fj'' + '^{u -H iû)sinÇdÇ = /^^(n + ia)sinÇdÇ^ liPn'i 

V et n' étant, les valeurs de A et n qui répondent à ^ as jyr. On aura 
par conséquâit 

et comme dans chacune des intégrales / que contiennent les sieconds 
membres des équations (A) , le Coefficient de dir a V* pour fkcteur , 
c'est-à-dire une quantité dont la partie indépendante de t s'évanouit» 
en vertu de la formule (E), pour Ç=^i^, il s'ensuit que pour ces 




Mais pour effectuer ces int^rat 



faire des hypothèses sur l'expression de u en fonction de A% /u^ , / ; et 
nous choisirons successivement celles qui seront le plus propres à 
piontrer les influences distinctes de la non-sphéricité et de la non- 



^ 
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hotnogéméité du projectile rar son ^double mpnyemmt. pans ,oe qui 
ya suivre 9 il ne sera qoe^^tien queds \a première cause: rexamen 
de la seconde sera Tobjet du quatrième paragraphe de ce Mémoire. 
(!i3). Supposons que le projectile soit un ellipsoïde homogène, à 
trois axes inégaux , mais très peu différents entre eux. Son centre de 
gravité G et ses axes principaux Ox/y 6y,, Gjî,, étant son centre et 
ses axes de figure , Péquation de sa surface sera ^ 

A» ^S «iS 

/, fy /", étant des constantes données^ positives ou négatives , de smte 
que %fy îf y êf\ soient de très petites fractitms, et les trois demi- 
axes très peu différents de L En négligeant le carré de t , son volume 

aura ^y- Fi -|- i f ^-^/' -4-/")"! j pour qu'il soit équivalent à celuî^ 
de la sphère dont le rayon est / ^ il faudra donc supposer qu'on a 



Si Fou met f}f y ^yi y p', à la place de x^yjr^y z^y dans' l'équation 
précédente de la surface y on en déduira 

en comparant cette valeur de p à celle du n^ 21 , nous aurons donc 



au moyen de quoi l'équation (E) deviendra 

r 

En vertu des équations (G) , les intégrales contenues dans les trois 



/' 
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dernières équations (A) , ayant t pour facteur , il sufSlra d'y mettre 
j cos t, à la place de Y, et /^ sin X,dC,éU au lieu de ér. D'après ces 
équations (G) et la valeur de u^ il en r^ultera 

f,y,cosx, - x.cosA*,) Viir=</-/')^/;7;*'A*Vcos-CsiiiC<^». 

Aa moyen des formules (F) et (G) , et à raison des limites de cette 
dernière intégrale double , on trouvera pour sa valeur 

y^»y/VA'co8«CsinC<A=TC*^(*' + 5*"-*-5*"0 



H- (»'6"+ «"o (A.*,-h i a: a: ^ 1 a:a:) ] ; 

mais, d'après ce que les neuf quantités A, At» A,, etc. , représentent 
(n" la), on a ♦ ' 



a»-^.a;-^a:=i, a'«-4-a:-^a;*=i, a"- -♦- a:* ^ a:* = r , 

AA, -^ h'K ^ A"A: = o , hK^h'K 4- A"A; = o , A A-+- A'.A'.-t- h\K = o } 

ce qui permettra d'éliminer de la formule précédente, les six 
dernières de ces quantités ; et comme les trois premières ont pour 
valeurs 
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et que l'on a d'ailleurs 

aC -h a'C ^ d'& = o, ' 



on trouvera que la valeur de cette troisième iutëgrale double peut se 
mettre sous la forme : 

On exprimera semblablement les- valeurs des deux autres intégrales 
doubles; et en ayant ëgard aux équations (iS), on en conclura finale- 
ment 

/,(z,cos^,-^y,cosOV'rf;r=>:(/-/)^/y,ï . 

xf , y y z'y étant ici^ comme dans le n^ 7 , les composantes suivant les 
axes Gx^ , 6y^ , Gz, , de la vitesse ^ du centre G, 

(24)- Considérons actuellement les intégrales y) comprises dans les 
écpiations du mouvement de translation y et par exemple, celle que 
renferme la première équation (A), 

En vertu de la formule (H) et de la première équation (D)/ et en 
observant que d'après les valeurs de | et u des n^ 21 et 33 , on a 

e = 2u = ay' -^ **y -+- ^% 

% 
on trouvera d'abord 



18 
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f, V» cos Adir = /• ^* frfr^' cos'Çsin Ç<</i. 

- *^- ^ /o^/o*' («^'/' -*- ^f^f -^ ><0 «08- C"» W**» 

- 2./' ^/^^/;' (a;V/' -4-yyt*'/-h W/) A"cosÇsin C<^« 

De la première formule (G), on déduit immédiatement 
/;'//^A"cos' Çsin Ç<A = i ,r^ = i^ ^. 

É 

Au moyen des équations (F) et (G) , et des relations qui existent entre 
h, hlf etc., aussi bien qu'entre ce, «', etc., ontrouyera, sans difficulté, 

= 17 [A («A -*- A -+- «f'A,)* -4- a«(«A 4- «'A, -4- «/'Aa) -+- A] 

^ [A(7A 4- yA. H- /A,)' -^ a> (>A -h yA» ^ /A,) 4- A]. 

Donc 9 à cause des valeurs de h y h^yk^j et des formules (x3), nous 
aurons 



Op trouvera , par des calculs semblables , 
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tfo'f!' (*'^''^' -^ ^'^f' ^ '^^^ ^'"^ ^'*" ^'^'^ 

De C6S dnfërents résultats , on déduira la valeur complète de 
fy^coshdw. Ou obtiendra de même celle de» deux autres intégrales 

y^V*cos/a/(j etyjV*cos vi/o-, de sorte que Ton aura finaleinent 

« 



(J) 



oii l'on a fait pour abréger^ 



18. • 
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^ ^ .V - yv * g H- 1 (.V -,- /y)(, + A-)^ Q», 

Od peut remarquer que les permutations tournantes dont on a rap- 
pelé Fusage dans le n^ 13, s'appliquent à ces formules et à leurs diverses 
parties , soit par rapport aux quantités relatives aux axes des x^^jr^^ 
z^ y soit relativement à celles qui répondent aux axes des x^Xj z. 

(^S). Le volume du projectile étant équivalent à ^, et en dési- 
gnant par D^ sa densité , on aura 

m = V, 

pour la valeur de sa masse. D'après les expressions connues des mo- 
ments d'inertie principaux d'un ellipsoïde homogène , on aura aussi 

en observant qu'on a f-^f -4*/''i= o, et négligeant le carré de t. Je 
fais , pour abréger , 4 .t 
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TtrD^ _ 3iiD 



« 

de sorte qae — soit ici, comme dans le n^ i5, uae ligne d'une Ion- 

gueur donnée^ au moyen des formules (I) et (J), les équations (A) 
deviendront 

La question est donc réduite à intégrer le système de ses sixéquations, 
jointes aux trois équations (i), et aux valeurs connues de «^ (, etc. , 
en fonctions, de 4 9 ?> ^> qui sont, d'après la remarque du n^ a, 



«-S 


= cosdsin 4sin^ *4 


- cos4cos^, 


€ = 


=:. cosdsin4cos^ — 


- G0s4sin^, 


y = 


= -T- sin dsin4) 




ci = 


= cosdcos4sin ^ - 


- sin4cos9, 


€' * 


= cosdcos4cos^ -^ 


h sin 4 sin ^, 


y = 


= — sindcos49 




«f' = 


= sinOsin^, 




€" = 


= sin dcos 9 , 


* 


/ = 


=s cosfl. 





Les seconds meml)res des trois dernières équations (K) renfermant 
les composantes a/, y , s^, ^ la vitesse du centre. G suivant^ les axes 



/ 
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Gx,j Gy,, Oz,, ii s'ensuit qae le mouvement de rotation n'est pas 
indépendant de celui de translation^ ainsi que cela avait lieu dans le 
paragraphe précédent. Lorsqu'on fait abstraction des seconds membres 
des six équations, les trois dernières s'intègrent sous forme finie ^ au- 
moyen des fonctions elliptiques, et les trois premières au moyen 
d'intégrales d'une forme particulière, qui ne contiennent aussi qu'un 
seul paramètre. Mais quand on a égard aux seconds membres , on ne 
peut plus séparer les variables dans ce système d'équations difieren- 
tielles, et ramener leur intégration aux quadratures. De plns^ si 
la vitesse de projection du mobile est très grande, comme celle des 
projectiles de l'artillerie, ce ne sera que pour le cas d'une valeur 
extrêmement petite de s, et par des formules très compliquées, que 
Ton parviendra , en général , à exprimer les valeurs suffisamment ap- 
prochées des inconnues du problème, qui se déduisent de ces équa- 
tions. C'est pourquoi, afin de simplifier le» résultats et d'en rendre 
lapplication plus utile, nous eu restreindrons la généralité par des 
hypothèses convenables , lune relative à la direction du mouvement 
de translation , et l'autre à la direction de l'axe de rotation. 

(26). Je supposerai d'abord que la trajeetmre du centre G s'écarta 
très peu de la droite horizontale Ox} ce qui exige que ^et-^ soient 
de très petites fractions dans toute l'étendue de cette courbe. En 
négligeant leurs carrés, nous aurons donc 57 == gr^ pendant toute 
la durée du mouvement; et à son origine, nous aurons aussi 

dx dr • dt > 

on observant qu'à cette époque la vitesse de G est dirigée y par hypo- 
thèse , dans le plan des x et js , et désignant par a cette vitesse initiale , 
et par b l'angle que fait sa direction avec l'axe Ox. L'angle by très 
petit, sera supposé positif, afin que le projectile soit lancé^au-dessus 
du plan iJe x et y. On considérera seulement la partie de ht trajectoire 
de son ceptre G située au-dessus de ce plan horizontal. 
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Abstraction faite des termes dépendants de i, |es trois premières 
équations (R) se réduiront à ' 



d*y dx djr 

dF "^^ dt dt — ^» 

iPt dx dz 

dF -^- ^3rar-^é^ = ^- 



En intégrant et ayant égard aux valeurs de ^ , ^ , ^ , relatives à 
f = 0, on aura y à un instant quelconque , 



dx a 


1=0. 


ds 


di i+^mM' 


dt ^ 









àH 



\-\-tuit * 



oii l'on a fait, pour abréger; 



8 



g', * + ê:'-fir(i+A*«0' = C, 



etoiig^ et ^devront être des quantités du mémeordi^ ^ petitesse que 
b 9 afin que le rapport de ^ à ^ demeure toujours une très petite 
fraction. Par conséquent^ si nous représentons par m, ep, fW^ les 
parties de gj- , ^, ^, qui dépendent de «, il en résultera 

dx a , dr dt at 



pour les valeurs complètes de ces trois composantes de la vitesse du 
centre G, dans lesquelles Uy 9^ w^ seront de nouvelles inconnues qui 
devront être nulles pour <= o ^ puisque les premières valeurs satis- 
faisaient déjà aux conditions initiales. 

En substituant ces expressions dans les équations (K) , on négligera 
les termes m y iPj tw, dans leurs seconds membres qui ont i pour fac- 
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teur, et leurs. carrés dans les premiers membres. D'après les for- 
mules (i3), on aura donc 



X 






y 






,, _ «(V+/0 

z = 



I+^< * 



et , en même temps , 



X' = 



«T 



(i+^<)>> 



Y' 



àfV 



efV 



d+^O*' 



(1+^)'» 



en faisant, pour abréger, 



3 (kV^' -h €^/ -f. Yf) ^ 4Ç(«<»T H- fié»/^ yi'f) =T , 

€e'îf-i-y>'y)-*-Ç[(«--+-2«"-y"-^(€*-4-<")/'-^(y'-»-n"'yj=T". 



Quant aux termes qui dépendent de p^ q^ r, dans les seconds membres 
des trois premières équations (K), ils sont très petits par rapport à ceux 
qui les précèdent, à cau3e de leur facteur / qui sera toujours une ligne 
d'une très petite longueur , et à raison des hypothèses que l'on fera 
tout-rà-rheure sur leurs autres fiicteurs {f—f) p , (f--f')g > (f'^fy î 
nous les négligerons^ en conséquence , dès à présent j et , de cette m^^^ 
ni ère , on trouvera , pour ces équations , 



37 -^ 






iil 




dw 

Ti 



ftav 



fUiW 



fU^I 






fià^T 



mT» 



3(1 +^0 



« 9 



en supprimant le facteur « , commun aux deux membres de chacune 
d'elles. Avant cette suppression , le premier membre de la première 
renfermait les deux termes : 



^•ç* 



a(i -f-^i)* 



I -f- f&ài 
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On a conservé le deuxième parce qu'il est semblable à d'autres termes 
du second membre ; mais on verra par la suite qu'il n'influe pas sen- 
siblement sur le mouvement du projectile. On a ^ au contraire , négligé 
le premier, qui est indépendant de «, mais de l'ordre de petitesse de ^ou 

i», c'est-à-dire, de l'ordre du carré dé ^.Toutefois, si l'on jugeait 

utile de le rétablir , il en résulterait dans fu et Xy des termes négatifs 
que je désignerai par -f— ti et — i^', et tels que l'on aurait 

en prenant les intégrales de manière qu'elles s'évanouissent quand 
t = o. 

On déduit des deux dernières de nos trois équations 
et au moyen de cette valeur dé tv, la pi'ètnière dbnne 
en faisant, pour abréger. 



et observant qiie l'on aura, par Tinti^ation par partie, 

Je substitue ces valeurs dans celles de -^ , ^, -^g; les valeurs de x, 

yj Zy qu'on en déduira, rénlfermeront îles intégrales doubles qui se 
convertiront comme bette dernière, en intégrales simples; et il en 
résultera 

19 



1^6 SUR LE MOUVEMENT 

r = i-alog (I + ^0 Z;^, - J.a/Ï^^?^^« * , } (L) 

z = i[(iH- g01og(l +A«It) -1 g- (1+ *«.()» + ig-] 

+ ..«loge + ^0/rBi- i-P^^n^"^ *> ' 

eu faisant ^ pour abréger ^ 



de sorte que Ç^ soit, ainsi que Ç^, une quantité de Vordre de petitesse 
de b. Toutes les intégrales indiquées dans ces diverses formules com-* 
menceront avec f , afin que les quantités u^ ^9 <^ y ^^ y^ ^9 soient 
nulles pour f=o. 

Ces formules feront connaître les trois coordonnées x,/, z^ du 
centre G à un instant quelconque, lorsque les quantités a, £, etc., 
qui entrent dans les expressions de T , T% T" , auïont été détermi- 
nées en fonctions de t. On peut remarquer que ces expressions devien- 
nent beaucoup plus simples , et qu'on en peut éliminer immédiate- 
ment six des neuf inconnues a, £ , etc. , quand le mobile est un 
solide de révolution. Si Gjs,, par exemple , est son demi-axe de figure, 
les quantités/' etf qui se rapportent aux deux autres seront égales. 
A cause de Téquation /4-/^-4-/''==o, qui laisse indéterminée une 
des trois constantes fy f ^f 3 on aura f ==/" = — 1 , en prenant 
/== 2 j et, en vertu des équations (la) > les expressions de T^ T' , T', 
se réduiront à 

T =* aoV ^ 3(r •+- a/» ~- i)0 
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en sorte qu'elles ne contiendront pins que les trois inconnues 7, y 9 
y\ D'après F^oàtion de l'ellipsoide (p? 93) y son axe de figure aura 
2/ «^ 3«/ pour longueur; chacun des deux autres axes sera égal à 2/«-*f/; 
il sera doqc allonge ou aplati y selon que la fraction f aura une valeur 

positire ou négative; et abstraction faite du signe, - exprimera la me- 
sure de sa non-sphéricité, c'est-à-dire, la différence entre son plus 
grand et son plus petit diamètre, divisée par son diamètre moyen. 

{'!^'j)* A l'égard du mouvement de rotation , on supposera que Taxe . 
instantané GI s'écarte constamment très peu de Fan des demi-axes de 
l'ellipsoïde, par exemple de Gz^ ou de son prolongement; ce qui 
exigea qu'à l'origine du mouvement et pendant toute sa durée , les 
vitesses p et q soient très petites par rapport à r, Cette hypothèse 
suffirait , sans qu'il fût nécessaire d'en ajouter aucune autre relative- 
ment aux quflLUtités/,/^, /", pour qu'on pût calculer les valeurs de 
p9 Çy ^9 ^t celles des angles Çy ^9 ^y en fonctions de /; mais afin' de 
simplifier le calcul, je supposerai en outre que l'ellipsoïde soit de 
révolution et que Gz^ appartienne à son axe de figure. 

Dans ce cas, on pourra prendre pour Gx^, tel rayon que Ton voudra, 
de la section du mohile perpendiculaire à l'axe de figure et passant 
par le poibt G; pour fixer les idées, je supposerai que ce demi-axe 
soit le rayon qui coïncidait, à l'origine du mouvement, avec la droite 
GL dirigée vers le nœud ascendant de cette section sur le plan hori- 
zontal des a: et j"; ce qui rendra nulle la valeur de l'angle (p ou x,GL, 
qui répond à f = ô. Le demi-axe Gy^ ser^ le rayon perpendiculaire, à 
cette niéme époque, à la droite GL et situé au-dessus du plan des jret^; 
la rotation initiale autour de Gz^, aura donc lieu de Gx^ versG^^; par 
conséquent , la valeur initiale de r sera positive, et ce sera du demi- 
axe Gz^ même, et non de son prolongement , que l'axe instantané GI 
s'écartera très peu. Le sens de cette rotation ser?i donné, et fera con- 
naître si l'angle dièdre, formé des deux angles j'^GL et ,rGL, est 
^igu ou obtps , et conséquemment si Gz, est la partie de l'axe de figure 
qui se trouvait primitivement au-de$sus ou au-dessous du plan des jp 

19., 
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etjr. ^ntio les valeurs iaitiales de cet an^ dièdre et de l'angle LG^, 
compte vers la droite GL à partir de Gx^ seront données; oe qni deter<- 
minera complëtemezit la position dû mobile à Torigine de son mou* 
vemettt< Ces valeurs seront celles des angles et 4 ^^^ rëpoiident à 
t = Oy et qu'il faudra joindre à ^ == o. 

En faisant/" = /', dans la dernière équation (R), elle se réduira 
à dr=Oy et donnera r=c y en désignant par c une constante posi- 
tive. Si l'on néglige les carrés de p et q^ on aura « = c, pour la 
vitesse angulaire du mobile; ce corps tournera donc uniformément 
et toujours dans le même sens , mais autour d'un axe GI qui coïn- 
cidera successivement avec différents rayons de cet ellipsoïde , et ne 
restera pas non plus parallèle à lui-même pendant, le mouvement du 
point G. En appelant à un instant quelconque, ^ l'angle IGz^^et x 
langle compris entre Gjj^, et la projection de GI sur le plan des Xj 
et y^y compté à partir de Gx^, dans le sens de la rotation autour de 



Grz, y on aura 



c^cosXy Ç = ^Çsin;t; 



d'où l'on tire 



f = c Vp'^ -+-9% X = arc (tang = p, 

• pour les formules relatives à la direction de l'axe variable GI, dans 
l'intérieur du mobile. Si l'on désigne par «' et b^ les valeurs de p et ç 

relatives à ï=o, les rapports —et - devront être de très petites 

fractions positives ou .négatives, et les trois constantes al yV ^ c, dé- 
termineront en grandeur, et en. direction , la vitesse initàle de rota--^ 
tion. 

Cela posé, si Ion fait/=î2, /^ = — r, /"= — i, r^=iC\ dans la 
quatrième et la cinquième équation (K); que Ton substitue dans leurs 
seconds membres, les valeurs de ^',y, «S du numéro précédeùt; et 
que Ton néglige le carré de ^, elles deviendront 
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(M) 



Or^ pour que les vitesses p et q demeurent cotistamment très petites^ 
il faudra qu0 les seconds membres de ces deux équations soient aussi 
de très petites quantités j à raison de la petitesse de / et de la grandeur 
de a y leur facteur commun n'est pas très petit, à moins que f ne soit 
une fraction extrêmement petite } il faudra donc, en gênerai^ que les 
premiers termes €y et ary des trinômes conteQus entre lès parenthèses, 
soient de très petites quantités de l'ordre de la fraction Ç; ce qui arri* 
Yera,soit quand y sera constamment une très petite fraction, soit quand 
cela aura lieu pour a et pour C. Le âecohd cas se pr^nte effective-* 
ment dans le tir de la carabine rayée en hélices j et pour cette raison, 
nous allons donner à son examen, tous les développements que Tim*^ 
portance delà question exige. 

(28). On suppose Tinclinaison des hélices constante et la même 
pour toutes. £n vertu de cette inclinaijfon , soit i la longueur d'une 
portion de l'axe, pour laquelle chaque hélice, prolongée s'il est né- 
cessaire , ferait un tour entier. Immédiatement avant de sortir de 
la carabine, le centre G de la balle «parcourra pendant un temps r 
très court, une longueur ar sur l'axe de l'arme; dans le même 
temps, la fraction d'un tour entier qu'elle achèvera, sera donc à la 

circonférence a^r, comme ar est à i, ou égale à ^^; par conséquent 
en divisant par T, on aura 

aira 
C — 



i > 



pour la vitesse angulaire de rotation dont le mobile se trouvera animé 
en sortant de la carabine, et qui aura lieu autour du prolongement 
de Taxe, c'est-à-4ire à très peu prés autour de la direction initiale et 
donnée de la vitesse du centre G. Je dis à très peu /^rèi popr plus de 
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génëralîtë , et afin de comprendre dans les caicub suivants y le cas oii 
par suite d'une petite inégalité entre les inclinaisons des différentes 
hélices, ou par. toute autre cause, la direction initiale de G ne coîn-^ 
ciderait pas exactement avec l'axe de l'arme prolongé au dehors. D'a- 
près cette yaleur de c, la halle fera sur elle-même, dans chaque unité 

de temps , un nomhre de révolutions égal à j , ou , autrement dit , 

la durée de chaque révolution aura - pour valeur. 

Par hypothèse , Taxe de rotation s'écartant trè$ peu de Gz^ , il s'en-* 
suit qu'à Torigine du mouvement , ce demi-axe devra faire , ou un très 
petit angle, ou un angle très peu différent de i8o^, avec la direction 
du centre G, et conséquemment un angle très peu différent de 90^ 
avec l'axe des z. En même temps , la droite GL devra être à très peu 
près perpendiculaire au plan des x et ;s , où est comprise cette direc- 
tion; cette droite s'écartera donc très peu de Taxe des J^ ou de son 
prolongement, c'est-à-dire, que la valeur initiale de l'angle 4 différera 
très peu de trois fois 90^ ou de 90^, selon que la partie supérieure du 
mobile tournera de gauche à droite ou de droite à gauche ; par con- 
séquent, si l'on désigne par Jbet k des angles très petits, positifs ou 
négatifs , on aura 

ô = 90® -H A, 4 = ^7^^ ^^ ^^ 4 = 9^^ -♦- ^9 



pour t ers O. 

Dans le ca$ de la première valeur de 4 9 ou de la rotation de gau-r 
che à droite , le demi-axe Gz^ appartiendra à la partie antérieure du 
projectile, et fera un très petit angle avec la direction du centre G ; 
dans le cas de la seconde valeur, ou de la rotation de droite à gauche, 
il appartiendra à la partie postérieure , et ce sera un angle très peu 
difiRsrent de 180^ quil fera avec cette direction. En effet, dans le 
premier cas, selon que le demir-axe de figure compris dans la partie 
antérieure du mobile, tombera au-dessus ou au-dessous du plan des x 
et 7^, l'angle dièdre formé da Tangle LGjt, égal à 270^ + A, et de 
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Tangle LG^^ , sera an peu plus petit ou un peu plus grand que go^ j 

ce qp\ suffira pour que CfZ^ tombe également au-dessus ou au-dessous 

du plan horizontal^ et coïncide avec le demi-axe antérieur: au con* 

traire , dans le second cas , selon que ce demi-axe tombera aunlessus 

ou au-dessous du plan horizontal , l'angle dièdre formé de LGx ^ égal 

90'' '4^ky et de l'angle LQ^^^ sera obtus ou &igu, et Gz^ tombera ^ en 

conséquence, au-dessous ou au-dessus du plan des or et ^ j ce qui le 

fera coïncider ayec le demi-axe appartenant à la partie postérieure du 

projectile. 

• « ■ 

Pour qu'à l'origine du mouvement , ce corps tourne exactement 

autour de la droite suivant laquelle le centre G sera lancé ^ il fiiudra 

que Ton ait d'abord A =s o ; il faudra en outre que le demi-axe Gz, 

soit dirigé dans le sens même de la vitesse initiale de G, ou en sens 

directement contraire \ ce qui exigera que Ton ait aussi h=^^bj 

selon que Gjb^ tombera au-dessios ou au-dessous du plan des x ety^ 

c'est-à-dire , selon que la rotation aura lieu de gauche à droite y ou de 

droite à gauche. Si Ton veut de plus que la direction initiale de l'axe 

instantané GI coïncide parfaitement avec Gj!?^ 9 il.faudra que </ et V 

soient zéro. Mais généralement les constantes A, ^^-^ —, seront de très 

petites fractions positives ou négatives dont les valeurs proviendront 
de ce que, dans l'intérieur de la carabine ^ Taxe de figure de la balle 
n'aura pas tout-à-^fait coïncidé avec l'axe de l'arme, et de ce quen 
sortant, l'axe de rotation se sera aussi écarté, un tant soit peu^ du 
premier axe çt du prolongement du second. 
Maintenant les deux premières équations (i) donnent 

sinO*^ =s — psinf — ^cos^, 
25 s± pcùsip — ^sin^j 

les vitesses pet g ayant été supposées constamment très petites , on en 
conclut que les vitesses ^ et ;g, le seront aussii dans le cas, du moins, ^ 



iiû SUR XB MOirVBttEirr 

où 6 n'est pas an très petit angle ; par €onsëqiieiit ^etB s'ëcarterout 
constamtnent très pende leurs valeurs initiales; et si Fôn désigne 
par V et dés angles très petits, positifs ou natifs, dont les valeurs 
soient h et i pour f = o , on aura , à un instant quelconque , 

fl = 90"» -4- e , 4 == î»7o* -*-'*' o^ 4 = 9o<» -4- Y. 



Nous négligerons les carres et les produits de 6, 7, ^^, -^. La troi- 

sième équation (i) donnera alors i£p =cdtj et conséquemment 9= et, 
à cause de ^ ^ o quand f = 0. Les équations précédentes deviendront 
Qnsuite 

^ .== — psinct — gcosct^ 
— =s= ^ cos et — q sin et. 

« 

• ., . ■ 

On aura , en même temps , 



(S) 



et e 


= â: sin c£ sb -Vcos cf, 


«" = 


9 sin cl, 


€ = 


= =h 6coscf qp Vsincf, 


e" = 


= cos et. 


> = 


= =fc 1, 


/ = 


= — e; 



les -signes> siipërietirs répondant icua casob la rotation a lien 4« 
gauche à droite, et les signes infëvieunii oeloi oii elle se fait de 
droite à gauche. Les équations (M) se changeront en cielles-ci : 



dp 3 



it — i»cq = A(Gco8 



\ct — Ysincfsi=Ccoscf)« ) 
inc<-f-^coscfdbÇsincf), I 



en négligeant les produits Çd et ^ , et faisant , pour abr^r , 



4v^' _ * 



• 1 



Il s'agira donc dUntégrer le système de ces quatre équations (N) «t 
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(O), du premier ordre, linéaires et à coefficients variahles ; ce qui est 
possible 9 ainsi qu'on va le voir. 

(29). A moins queVinclinaison des hélices ne soit très faible ou tout- 
à-fait nulle, la vitesse angulaire c sera très grande, à raison de la 
grandeur de la vitesse de projection a. Si tselle-ci est , par exemple , 
de 400 mètres par seconde , et que chaque hélice fasse un tour entier 
p0ur QDe'iongueor i^^de son axe ^ égale . iL $is. mètres , la vitesse csera 
à peu près égale à ce nombre 400, en prenant la seconde pour unité 
de temps , ou d'environ 60 tours par seconde. Les quantités sin. et et 
coscf varieront donc, en général, très rapidement; or, si Ton désigne 
par p\p,y q\ ^,, fl^, ô,, 4S 4/> ^^^^ inconnues indépendantes de 
Tangle ct^ et qui vari«x)nt avec beaucoup moins de rapidité, on pourra 
satisfaire aux équations (N) et (Q) , par les expressions : 

p := f/ cos et H- q^ sïnet -+- p,y 

q = {ff COS.CI — p'. sin'ct --h 7,, 

= ô' cos et H- 4' sin cf H- fl, , 

^ c»= -^^ cosct -- V sinet + 4/i 



car en les substituant dans ces équations et. égalant, dans les deux 
membres de chacune d'elles, les coefficients de sin et, coscf, et 
les' termes indépendante de cf , les douze' équations que Pou obtien- 
dra de cette manière , se réduiront à huit , c'est-à-dire à un nombre 
d'équations distinctes, ^al à celui des inconnues: On trouvera pour 
ces huit équations 



^ f ^ 3 






^ -T -T ^rii 



ao 
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5^^ = — ^' 

Mais siron néglige, dan» les quatre premières, ^ «* ^ par rapport à cq' 
etcp^y ainsi que ^ et ^ relativement à c^ et c4S et si Ton y met Tunitë 
au lieu de i — -f , ou en déduira 

et , en substituant dans les quatre dernières, ces valeurs de g\ p' ^ ô', 4^^, 
il en résultera 






dt ^ c f 






(P) 






équations dont les intégrales contiendront quatre constantes arbi- 
traires , au moyen desquelles les expressions que l'on a prises pour 
P j 7 ) ^ ) 4 7 seront les intégrales complètes des équations (N) et (O). 
Des deux premières de ces équations (P), on tire 

Pi^Pf H- <7/<^<7/ = o y q/ip, — P/dq, = (5 «c -h î) (7/ a- pf)dt', 

en intégrant, désigant par C et D les deux constantes arbitraires, et 
ayant égard à la valeur de A, il vient 

et si Ton représente par 01 et D^ deux autres constantes arbitraires , et 
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qu'on fasse ^ pour abréger y 

on en déduira 

p,:=Csin^' + Tycoshfy 7, = CcosA^ ~ IV sîn A^ 

Abstraction faite du second membre de la troisième équation (P)9on 
déduirait de même, de cette équation et de la quatrième , 

ô, :^ A sin A^ -h BcosAy, 4/ = Acos A,— Bsin A,, 

en faisant aussi 

c/(i +^i) ~ /' 

'-et désignant par A et B deux constantes arbitraires qu'il faudra 
changer en des quantités variables pour avoir égard à ce second 
membre. Pour déterminer les valeurs de ces nouvelles inconnues^ on 
aura alors 

-3^smA,^5j-cosA,= o, -5.C0SA,— ^smA,= =F-Çrf/j 

et par l'intégration y on en déduira 

A = A^sp^^ cos A,Jf , B = B^ =fc f^ sin x^dty 

A! et B^ étant les deux constantes arbitraires : pour fixer les idées y 
on supposera que les deux intégrales indiquées sont zéro en même 
temps que la variable t. 

Au moyen de ces valeurs de A ^ B, 0, , 4/ 9 P{^9sj ^^^'^ celles de q' y 
p' j ^ j 4^ y 1^^ intégrales complètes des équations (N) et (O) seront 

p=. CsinA'-t- rVcosA^dt^sincf 

-h J^(B'=fc/^ sin A,rff)sin(cï--' A,)h- (A'qp/ ^cosA//f)cos (cï— a,)] , 
g =s C cos a' — ly sin A' dt ^ coscf 

-*. ^(Bf ztf ^ sin ?i,dt) cos(c*— A,) -(A'qp/^ cos A/ô)s in (c/~a;] , 

20, • 
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e = (AfspT^ cosh,dt^ sin A, -4-(B'± f^ sin A,</if) cos \ 
- [lysin (c/— A') 4- Ccos (ci — aQ] , 



V = (A' =F /"y cos h^idi) cos A, — (B' dsf—sin \di) sin Ay 
-t- - [ly ci»ict^ A') — C sin (<?< - A^]- 



En y faisant £se=o , et ayant ëgard aux valeurs initiales depf ^, d, 4) 
et à celles de A et Ç, nous aurons 

A = B' -+- ic, jt =: A' -I- îiy: 

Je fais, en outre, 

a^ et hf seront de très petites fractioiis doiiii^^/expfhiMmr'au»» na 
nombre abfitrait, tnais qui ne sera pas généralement très petit y 
quoiqu'il ait f pour facteur. 

On tirera des éqnatiôtts ^oédeirMis 



a^^k 






on aura en même temps 



(H^» j7^^/^ = ^Jy f^sm\dt = K,f, 



en faisant , pour abréger , 



DES PRO/BCnLM DAHS L^AIA^ rS^ 



/ cÇcosaA * A 'cg sin x/ ù ^ ^ , 



et il en résultera finalement 



# - 



c 



^ ^'C08(cf - aO - !^^^ sïn{ct.- A'). 

Les intégrales A| et Xj ne pourront pas s obtenir sotis forme finie j 
on ne pouTra pas non plus , pour 6ki oiftentr 4m italenirs ajipiooli^ , 
t remplacer si» A, et cosA, par A> ël l'utiitë^î car y muigqé je faoteur 
tt qui sera toujours une très petite fratli<yn > la qmaXiAé A, , à eautio 
de son autre- facteur, aura pour valeur un iK>nabre'4]ui ne sera ^pas 
très ptit. 

(3o). Ces formules (Q) , en y joignant les équations r = c et (p = ct\ 
renferùiieront les lois con^plètas 4;e la rotation de la balle autour de 
son centre àt granité/ 

Si j à Vori^îne du^ uràuyement , l'axe de figure et Taxe de rotation 
ont coïncide l'un et l'autre avec la ligne suivant laquelle le centre 
G a été lanceur ce qui exige, conokmeoo la ditpluahaut, que l'on ait 

h ^ ^ by A = 6 , a, = o, i, = o, 
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les formules (Q) se réduiront à 



P 

€ 



= =*= (T:ésô■•[Csîn^'-(*-^.Osin(c^-A,)- 

* = dt (rq^[Ccoscï-(4-\/)cos(c«-^)+A^^^ 

= :?= [Ai/sin A, + (4 — Aj/) cos Aj , 
y 1= qp [A,/cosA, — (A~^/)sinA,]. 

L'angle c< entrant daps les dmx premières formules et n'étant pas 
contenu dans les deux dernières, il s ensuit que Taxe de rotation 
QI fera, dans Fintërieur du mobile, des oscillations très rapides au- 
tour du demi-axe Gz^, tandis que celui-ci en fera de plus lentes 
dans l'espace. Les amplitudes des unes et des autres seront dail- 
leursxonstamment très petites. L'amplitude ^ des premières aura pour 
valeur ( n^ ^^7 ) 

^ = f.-TÏ^ V^e -^ iP-^f + Kp- 2^! A./sin A -(* -A,/)co7^]. 

A raison da dénominateur {x-^/Juity^ elle diminuera donc conti- 
nuellement pendant le mouvement. Elle diminuera aussi à cause du 
facteur /, à mesure que la vitesse c de rotation augmentera de plus en 
plus; et l'on pourra la regarder comme insensible, quand la lon- 
gueur i de Taxe de l'arme , qui répond à un tour entier des bélices , ne 
sera qu'un multiple peu considérable du rayon / de la balle. Dans ce 
cas le mobile tournera donc sensiblement autour de son axe de figure 
pendant toute la durée de son mouvement ; ce qui n'empêchera pas 
cet axe de changer de direction et de tourner autour de la droite Grx. 
En effet , à un instant quelconque , appelons a Taogle que fait la 
projection de Gz^ sur le plan perpendiculaire à G^x et mené par le 
point G, avec la verticale Gz ; angle qui sera compté à partir de cette 
ligne de Gz vers Gy ou en sens contraire, c'est-à-dire, de droite à 
saucbe ou de gaucbe à droite, selon que a sera positif ou négatif. Soit 
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aussi p Fangle zf^x à cette époque. D'après ce que y et / reprësen- 
tent (n^ 7)^ nous aurons 

y = sin p sîn ^ , 7" = sin p cos a j 
mais , en n^ligeant les carres et le produit de et i^, on a 



y==FAif, / = — 0; 



on aura donc 



p=VV+eS ff=Sarc(t«ng = *)j 



et y dans le cas où l'on néglige /> il en résultera 

P Œ b y (F = ^ A^. 

Or, cette valeur constante de p montre que Gz^ décrira autour de Gx , 
un cône droit dont Touverture ne dépendra pas de la vitesse c ^ de 
plus, l'angle \ étant une quantité positive, et le signe supérieur ré- 
pondant au cas où la rotation du mobile a lieu de gauche à droite ^ et 
le signe inférieur au cas où elle se fait de droite à gauche, il s'en- 
suit que Qz^ tournera autour de Gjt , dans le même sens que le pro- 
jectile autour de Gjs^; mais Fangle A^ n'étant pas proportionnel au 
temps, la rotation de Gz^ ne sera pas uniforme, comme celle du 
mobile , et les durées des révolutions de Qz^ varieront pendant le 
mouvement. 

(3i). Puisqu'en négligeant, comme plus haut, les carrés et les pro- 
duits de Y et 6, on a 



7 = d:i, y = qpy, /=r-0, 
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il en sësulfeT* pour les ¥«lfiiira de T, T', T\ rekUires à. un ellipsoïde 
de révolution 



6sf4ÔÇ, T'= — îîV, T'===F20j 



et cesontces valecrsqu'n £iudra employer dans le& expressions de j:^ 
y ^ z ^ données par les équations (L). 

Il faudra négliger T', et le second ternie de T dans les termes de x 
parce qu'ils dépendraient de Tune des variahles Ç, Ç', Ç, , de Tordre de 
petitesse de h^ et qu'ils ont % pour coefficient. On devra aussi négliger , 
sous les signes/*, les termes dej^ et jr provenant de ^ et et qui contien- 
dront sin(cf — a') et cos(c< — tT) ; lesquels termes acquerraient, par 
l'intégration , un diviseur qui les rendrait du même ordre de petitesse 

par rapport aux autres termes, que les quantités ^55^? jfj ^9^^ 

ont été négligées en formant, les équations (P)^ par rapport à celles que 
l'on a conservées. 

Cela étaqt , si l'on désigne par K l'içxoès 4.e h sur qp h^ de sorte 
qu'on ait 

les équations (li) deyiendront 



r = -fc ï? U -I î'— U^ 

'^ == 3 ^ ^ 3(1—/) ^ > 

* - i [(*-*-g01og(i-*-/<aO-i^(i^A^f)^4-i^] 

"3 '^ =*=3(i— /) ^ » 



(R) 
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OÙ l'on a fait pour abréger 

r [A,/ cô< A, ■- (^ — Kf) sin \] log (i + fêai) ^/;_ TJ 

J l+t^ ' 

l0g(. ■4.^) /V"°'.-^|'-'-/)c«, rf, 

r[A,/wn », + (& — A./) CQg aJ log (i -t- /»<«) ^ ._ y 

log(i^^O/^^^-^=^^ 

J X +^t ^ 

et où les intégrales sont supposées nulles quand t^o. 

Ce sont donc ces formulés (R) qui renferment les lois du mouve- 
ment de translation de la balle ^ dans le tir de la carabine. On en dé- 
duira tout-à-rheure les conséquences principales. Auparavant il est bon 
de rappeler que l'on fait ici abstraction du frottement de lair contre 
la superficie du projectile , dont on a examiné les effets dans le second 
paragraphe. Ce frottement pourrait être fort considérable , à raison 
des rayures de la surface produites par celles de la carabine ; mais son 
influence sur le mouvement de translation ne serait cependant pas très 
grande , parce que l'axe de rotation s'écarte constamment très peu de 
la direction à peu près horizontale de ce mouvement (n^ i6). Quoi- 
qu'on ait supposé au mobile la forme d'un ellipsoïde, les résultats 
suivants conviendront néanmoins à tout corps très peu allongé ou 
très peu aplati , selon que la fraction i sera positive ou négative , et 
dont les sections perpendiculaires à son axe de figure sont à fort peu 
près circulaires. 

(3 s). Au bout d'un certain intervalle de temps que je désignerai 
par ^ y le mobile retombera sur le ]^an horizontal des x et /, passant 



ai 
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par son point de départ O. J'appellerai E la projection du point de 
chute sur Faxe Ojt, et je représenterai par ^ la distance OE, ou la 
longueur de la portée. D'après la première équation (R) , on aura 

en négligeant le carré de i, et désignant, à l'ordinaire, par a la base 
des logarithmes népériens , on en déduira 

ce qui fera connaître le temps if du trajet , correspondant à une portée 
donnée. Le coefficient dei, dans cette formule, est une quantité 
négative; car il s'évanouit quand fjim est zéro, et il diminue sans in- 
terruption lorsque /jl^is croit indéfiniment. Il s'ensuit donc que la 
portée restant la même , la^ non-isphéricité du. projectile diminue ou 
augmente l$t durée du traj«t> selon que la fraction s est positive ou né- 
gative, cest-4--dire selon quc^ ce corps est allongé ou aplati. Au degré 
d'approximation où nous nous sommes arrêtés, cette durée if est 
d'ailleurs indépendante d.^ la rotation du mobile. 

Peur^ss<^, on aura z s= o; en substituant la valeur précédente de 
1 ^ fjMlf dans la troisième formule (R) , égalée à zéro ^ on obtiendra 
donc une équation entre & êtes*, qui servira à déterminer Tangle de tir 
correspondant à une portée connue, ou réciproquement, la portée qui 
répond à un angle h donné. En faisant aussi t = f^, dans la seconde 
formule (R) , et désignant par ^ la valeur de y qui en résultera , ^ ex- 
primera la déviation du projectile à l'instant de la chute, comptée su^ 
la perpendiculaire au plan vertical des x tX z^ à gauche ou à droite 
de ce plan , suivant .que sa valeur sera . positive ou négative. Cette 
équation z s= o et la valeur • de «T renfeimerout les ^quatre quantités 
U,V,U',V', dépendantes à la fois de la forme et de la rotation. du pro- 
jectile; mais dont les deux dernières différeront essentiellement des 
deux autres , et devront être supprimées , dans les résultats moyens 
du tîi* à la cible, ainsi qii'on va l'ta'^liquer. 
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(33). Les constantes a^^ h,^ kyh' y renfermées dans U' et V, auront 
des valeurs pour ainsi dire accidentelles ^ résultantes de ce qu'à l'ori- 
gine du mouvement, Taxe de figure et Taxe de rotation de la balle 
s'écarteront plus au n^ins , mais toujours très peu , par hypothèse» de 
la ligne de tir y c'est-à--dire de la direction initiale du centre de gra- 
vité G/ Dans une longue série d'épreuves , ces écarts auront lieu tantôt 
d'un côté et tantôt de l'autre, et les valeurs de U' et V qui leur cor- 
respondront seront aussi tantôt positives et tantôt négatives , de telle 
sorte que la somme des valeurs , soit de U', soit de V, divisée par le 
nombre des coups , sera «sensiblement égale à zéro. Gela étant , suppo- 
sons que Ton place le centre de la cible au point Ë donné sur l'axe 
Ox j que son : plan soit perpendiculaire à cette droite et assez éten- 
du pour être atteint à . chaque coup ^ et que Ion mène dans ce plan 
deux axes , Tun horizontal et l'autre vertical , auxquels on rappor- 
tera les coordonnées positives ou négatives des différents points où 
la balle viendra frapper pendant la série des épreuves. Supposons » 
ensuite, que cette série se compose d'un très grand nombre de 
coups tirés aussi exactement qu'il sera possible, dans le plan ver^ 
tical de x .et is , et en visant vers le point £ , avec une même cara- 
bine , des balles de même forme.^ une même vitesse de projection a, 
et sous un même angle b , déterminé par Téquation j& = o ,. dans, la^ 
quelle on aura fait abstraction du terme dépendant de Y\ A raison de 
ce dernier terme de la valeur de z, et à cause de la valeur entière de^ , 
il arrivera que les balles s'écarteront du point E, au-dessus ou au- 
dessous du plan des a: et j'y à gauche ou à droite de celui des a: 
et z*^ mais la somme des ordonnées verticales des points où elles 
frapperont , divisée par leur nombre et en ayant égard à leurs signes , 
sera très probablement et à très peu près zéro; et, en même 
temps , la somme des abscisses horizontales , divisée par ce nombre 
qu on suppose très grand , sera à très peu près constante , et égale à 
la partie de J" indépendante de U^ Si ^retendue de la cible n'est pas 
assez considérable pour qu'elle soit atteinte par toutes les balles , les 
déviations verticales et horizontales, qui répondront aux derniers 



ai. 



s64 SU^ ^B MOUYEMENT 

termes des expressions de 2 et de j^, contribueront à diminuer , dans 
une longue sërie d'ëpreuves^ la proportion du nombre des coups 
qui porteront; leur effet se confondra ayec ceux des écarts de la 
ligne de mirey autour de la droite OE^ qui sont dus à ce que le 
soldat ne vise exactement ^ ni ^suivant cette droite ^ ni même dans le 
plan vertical qui la contient; et il faudra^ en conséquence, faire abs- 
traction des quantités U' et V, soit dans le calcul de l'angle de tir au 
moyen de Féqq^ation z = o, soit en calculant la déviation moyenne des 
balles dans le sens horizontal. 

Il faut encore observer, relativement à ces quantité U^ et V^, 
qu'elles s'évanouissent non-*seulement dans les moyennes d'un grand 
nombre de coups, mais aussi à chaque épreuve séparément, lorsque 
l'axe de rotation de la balle coïncide, à l'origine du mouvement, avec 
la ligne de tir, quel que soit d'ailleurs le petit angle que fait l'axe de 
figure avec cette ligne , provenant de ce que celui-ci ne coïncidait pas 
parfaitement avec l'axe de la carabine avant la sortie du projectile. 

En effet , dans ce cas particulier, le demi-axe de rotation GI est 
d'abord compris dans le plan des j: et z , et fait , avec la direction 
de la vitesse initiale du centre G, un angle égal à zéro .ou à 180% 
selon que la balle, c'est-à-dire, sa partie supérieure, tourne de 
gauche à droite ou de droite à gauche; on a donc, à l'origine du 
mouvement , 

IGz ==90^ sp b , IQy = 90^ , IQx = go"* =f (90^ qp b) , 

où les signes supérieurs correspondent au premier sens de rotation et 
les signes inférieurs au second; on aura, par conséquent, 

cos 1Gj2 ~ dt by cos IGj =0, cos IGj: = =t i, 



en négligeant le carré de b. D'après ce que a, 6, etc. , représentent 
(n° 7) , on a d'ailleurs, à un instant quelconque , ces trois équations : 



cos IGz, = y cos IGx -f- y cos IQry h- y cos IGz , 
cos IGy, = f cos IGj: -+- & cosIGj -4- 6"cosIGz, 
cosIGjt, = a cos IGx -f. af cos IG/ -4- a^ cosIGz. 
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Pour ; ss o 9 on a en particulier 

^ = o , Ô c= 90^ -4- A , 4 = 3. go"" -f- A, ou 90^ -+- k ; 



et si Ton néglige les carrés et le produit de A et A: , il en résulte 

> == =fc I , y = q= A , y = — A, 

€=dbA, €' = 0, e"=i, 

rt = =fcA, (t'=^doij tt" = o. 

On a , en même temps , 

cos IGx, = a^ , cos IGjr^ = A,^ cos IGz, = i , 

en négligeant les carrés de «, et *,. Or, en négligeant de même les pro- 
duits bh et bk , et observant que tous les signes supérieurs se corres- 
pondent, ainsi que les signes inférieure, ces diverses valeurs rendent 
identique la première des trois équations citées, et réduisent les deux 
autres à 

donc à cause de A ==F* + A', les quantités U' et V^ seront zéro , ce 
qu'il s'agissait de prouver. 

La valeur de S y réduite à son premier .terme, sera, par conséquent, 



ata 



U; 



et à raison du double signe , le sens de cette déviation changera avec 
celui de la rotation du projectile. Au contraire, en supprimant le der- 
nier terme de ^expression de z , Téquation z = o ne contiendra plus 
aucun terme ambigu , et l'angle de tir que Ton en déduira sera indé- 
pendant du sens de la rotation. Mais cet angle b dépendra de la gran- 
deur et du signe de t ; en sorte que s'il a été déterminé par le calcul 
ou par l'expérience^ pour des balles aplaties, il ne pourra pas servir, 
avec la même vitesse de projection a et à la même distance OE , pour 
des balles allongées^ et vice versa. 
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Cette remarque importante pour la pratique se trouve confirmëe par 
des épreuves relatives au tir de la carabine ^^ faites sous la direction de 
M. le lieutenant-colonel de Poncharra, et dont il a bien voulu me 
communiquer les résultats. La cible qu'il s'agissait d'atteindre , étant 
située à une distance de larme égale à 260 mètres^ on a conclu de la 
moyenne d'un grand iiombre. d'épreuves effectuées avec des balles 
aplaties, ôa'So" pour Tangle de tir; en tirant dasuite à la même dis- 
tance et sous le ziiéaie angle, on a. atteint la cible 87 fois sur 100 avec 
de pareilles balles, et seulement 49 fois sur 100 avec des balles allon- 
gées *, différence que l'on doit attribuer à l'influence de la forme du 
projectile sur l'angle de tir , relatif à une longueur donnée de la portée. 
L'avantage aurait été, au contraire, pour les balles allongées, si l'on 
eût tiré, à la même distance, sous un angle différent, préalablement 
déterminé par l'expérience pour des balles de cette forme. Dans ces 
épreuves, la vitesse du projectile s'élevait à 384 mètres par seconde; 
la cible était un rectangle de deux mètres et deux tiers de mètre de 
côtés ; les axes des balles aplaties avaient o°',oi467 et o»,oi692 de 
longueur, et ceux des balles allongées-o*,oi692 et o«»,oï9i8. Les hé- 
lices de la carabine, au nombre de six, faisaient un tour entier sur 
une longueur de 6»,226, et par conséquent (n^ 29), les balles tour- 
naient sur elles-mêmes avec une vitesse de 61 ou 62 tours par se- 
conde. 

(34). Les intégrales que renferment les expressions de U et V con- 
tenant, sous le signe/, d'autres intégrales A, et A^ qui ne peuvent 
pas s'obtenir sous forme finie , il s'ensuit que le calcul des valeurs 
numériques de la déviation «T et de l'angle^ se rapporterait aux qua- 
dratures doubles, ce qui le rendrait très pénible. Mais par le pro- 
cédé de l'intégration par partie, on peut, comme on va le voir, ré- 
duire Aj et Ajj en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
U rapport j^. Or, malgré la petitesse de «, il arrivera souvent, et 
je supposerai en effet , que ee rapport soit une assez petite fraction 
pour rendre ces séries très convergentes , du moins dans leurs premiers 
termes. C'est ce qui aura lieu effectivement dans l'application numé- 
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rique que nous ferons plus bas à l'exemple que Fou vient de. citer ^ où 
ce rapport, sera à peu près un aS*. 

Ainsi 9 en ayant ëgard à l'expression de Tangle A^ compris dans les 
intégrales A, et A, (n*» 29) , et en faisant 

cl 

nous aurons 

jLUidt t= p(i H- fA^tydh^y _ 

et à cause de (n® 26) 
il en résultera 

les intégrales étant prises depuis A^= oqui répond à f = 0. En inté- 
grant par partie autant de fois qu'on voudra , et remettant toujours 
sous les signes /y' la valeur précédente de dt / il est évident que chaque 
nouvelle intégrale acquerra le facteur p y et que Ai et A, se trouveront 
réduites en séries ordonnées suivant les puissances de cette fraction. 
On aura , de cette manière j 



/(i -4- fjuity cosïK^dXj = [i — i.2.3.p^(i -t- f^aty 

-4- i.2.3.4.5.p*(i -+- fJMt)^ — etc.] (1 -+- fjuiifsiVL A, 

[l,2 I.2t3,4-P*(i -h /tWJt)* 

-+- i.2.3.4-5.6-p*(i -f- /uaf)4 — etc ]p(i -+- ^a<)^(i — cosA,), 
/(i -h /Uûr^)* sîn A//A, = [i — i.:i.3.p'(i -t-^af)' 

i.2.3.4*5.p4(i-f-/Utff)^— etc.](i-4-,ua<^)*(r— cosaJ 

[1.2 — 1.2.3 . 4* P*(ï -4- A*û')* 

i»2.3>4-5*6yp4(iHr/Kd<)4-: etc.jp(i-4-^*fttff)^sinA,. 
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Je substitue ces valeurs dans celles de^i et j^^ et celles-<;i , dans 
les expressions de U et Y ; je fais en outre ^ = <^ dans ces expressions ^ 
et j'étends , en conséquence , les intégrales qu'elles renferment y depuis 
/ — o jusqu'à t'=:il! . D'après les valeurs de p et de/, on a 



au moyen de quoi , il vient 



£5(1 _ 1. 



P et Q représentant des séries ordonnées suivant les puissances de p, 
savoir : 



P = [(i-l- fjMty — iJsinA, -t- ap(i + fuity (i — cos A,) -*- etc. , 
Q = [(i -4- /utaty — i] (i — cos A,) ~ ap(i -4- fiaty sïnX, -f- etc. 

Les intégrales des parties .indépendantes de sin A^ et cosA^ s'obtien- 
dront sous forme finie; on aura, par les règles ordinaires, 






^^CCi-hy^aO^-i], 



etc. 



Les intégrales des parties dépendantes de sin \ et cos A^ se réduiront. 



1 
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comme celles qui entraient dans les expressions de ^ et X^ , en séries 
«ordonnées^ suivant les puissances de p^ mais si Ton s'arrête dans les 
valeurs de U et V , aux termes dépendants de la première puissance 
de p inclusivement, ces intégrales des parties périodiques disparaîtront, 
et , à ce degré d'approximation , Ton trouvera simplement 

r • 

Cela posé , je fais 

I -4- fÂ^il! = cù j 

de sorte que cô soit la valeur numérique de la formule (S). Je mets 
ensuite la valeur de Y dans la troisième formule (R), égalée à zéro, 
où Ton fait f = f' , et où l'on supprimera le terme dépendant de V^ 
Il en résulte 

pour l'équation qui servira à calculer Tangle de tir *, correspondant 
à une longueur donnée m de la portée, comprise dans la formule (S). 
D'après les valeurs de p et de U , l'expression de cTdu numéro pré- 
cédent donnera , en même temps , 

pour la déviation horizontale du centre de la balle, au point où elle 
atteint la cible. 

(35). Quand la valeur numérique de cTaura été calculée, il faudra, 
pour augmenter la justesse du tir et atteindre plus sûrement le point 
Ë de la cible , viser vers un autre point E^ de la ligne horizontale pas- 
sant par £ ^ à droite de Ë quand la valeur de cT sera positive , à gauche 
lorsqu'elle sera négative , et de manière qu'on ait EË^ =s ^, abstraction 
faite du signe. 

Si l'on veut déterminer cette distance EË', par l'observation et sans 



aa 
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viexÈ emprunter àa calcai, on tirera dabord un grand nombre de 
coupS', en risant anssi bien qu'il sera possible vers le point E, à la 
mente distance OE, avec une même vitesse initiale, une même ca- 
rabine, et des balijes qui seront toutes semblables et de même poids^ , 
mais en faisant varier l'angle de tir. Le plan de la cible devra être 
assez grand pour qu'elle soit atteinte à ch^aque coup. On j mènera 
par le point E deu:i^ axes, l'un horizontal et l'autre vertical, aux- 
quels on rapportera , comme dans le n^ 33 , les coordonnées des 
points où le centre de la balle viendra toucher. On prolongera cette 
série d'épreuves jusqu'à ce que l'on ait obtenu un angle de tir pour 
lequel , dans un très grand nombre de coups ^ la somme des ordon- 
nées, verticales ^ divisée par ce nombre et en ayant égard à leurs signes^ 
sott une ligne très petite^ relativement à la grandeur des ordonnées 
moyennes. Ce^ sara l'angle de tir qui répond à la distance OE et à 
la vitesse de projection données; il dépendra, comme on l'a dit plus 
haut , de la forme des balles^ et devra coïncider avec l'angle b déduit 
des équations (S) et (T), ou en différer très peu. En tirant ensuite un 
aulre grand nombre de ooaps^ squs cet aagle> à la même distance ^ 
avec la même arme , la mê^çie vitesse initiale et des balles pareilles aux 
prêinière^ la somme desabscisses horizontales^ divisée par leur nombre 
et en tenant compte de leurs signes , exprimera la déviation horizon- 
tale^ positive ou négative, qui devra coïncider exactement ^ ou à très 
peu près, avec la valeur de S déterminée par l'équation (U) : en la 
prenant avec un signe contraire , oa aura la distance EE^ Si la cible 
n'avait pas une grande étendue, cette déviation influerait sur le 
nombre de fois qu'elle serait atteinte dans un très grand nombre 
d'épreuves; mais si l'on connaissait seulement le rapport du premier 
de ces nombres au second , cette donnée ne sufiirait pas pour qu'on 
en pût conclure la grandeur et le sens de la déviation. 

(36). Pour donner une application numérique des équations (S) , 
(T) , (U) , je choisis l'exemple du n^ 33 , dans lequel on avait 25o mètres 
pour la portée , 384 niètres par seconde pour la vitesse initiale , 
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o»,ot635 pour le diamètre moyen des balles aplaties, et o",ooti!i5 
pour la différence de leurs axes; ce qui donne , d'après le n^ 26, 
— 0,09174 pour la valeur de 1 qui s'y rapporte. On ayaît aussi 6^^^ii6 
pour la ligne désignée par i^ et, par conséquent, 38o^8o pour 

le rapport A de cette longueur à celle du diamètre moyen. Le pins 

généralement, on prend j pour la fraction n qui entre dans le coefficient ' 

de la résistance (n^ a5); je prendrai aussi SaSo pour le rapport ç' 

de la densité du plomb à celle de Taîr, dans Tétat le plus ordinaire; 
il en résultera 

« 

o, 00005455 

et si l'on fait , dans notre exemple ^ 

^ =s=» a5o" , 2I :«= o»,oi635 , 
on en déduira 

fjum es 0,83409; 

au moyen de quoi l'équation (S) derieiidra 

I H- fjLaf ==* 2,3oa'^ — (î,i359)f. 

En prenant la seconde pour unité , on aura 

a = 384'" 5 /ua== i,a8ii6; 
et à cause de 

€ = -—0,09174, 

on déduira de l'équation précédente 

t^ =s: I,I053, 

c'ést-à-dire , à très peu près une seconde et un dixième ; résultat que je 
ne peux pas vérifier, parce que la durée du trajet n'a pas été observée. 
Toutes choses d'ailleurs égales, si l'on changeait le signe de t , cette durée 
serait réduite à un peu moins d'une seconde ; ce qui tient à ce que 
l'air oppose moins de résistance au mouvement de la balle allongée 
qu'à celui de la balle aplatie. 



S2. 
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Oa trouvera aussi 

c = ^ = 387,53, p = ^ = — o,oaa48; 

en sorte que p est effectivement une petite fraction , comme le suppo- * 
sent les équations (T) et (TJ). 

La valeur de cô relative à la balle aplatie , qu^il faudra employer 
dans ces deux équations ,^ sera 

6) = !2,4i6o8. 

En ayant égard à la diminution de poids qu^une balle de plomb 
éprouve dans Tair à Tétat ordinaire , et la seconde étant Tunité de 
temps, comme dans les valeurs précédentes de a et /uuiy je prends 

pour la mesure de la gravité; il en résulte (n^ 26) 

€' =- ^a = 0,009968. 

Maintenant, au moyen de ces diverses valeurs, l'ëquation (T) donne 

b = 0,017573 == 6o'a5" (*)j 

ce qui s'accorde aussi bien qu on pouvait Tespérer avec l'observation 
qui a donné 62^3o'' pour cet angle b. 

La différence d'à peu près 2^ qui existe sur cette valeur, entre le 
calcul et l'expérience , peut être attribuée , soit aux erreurs de l'obser- 
vation , soit au degré d'approximation oii nous nous sommes arrêtés , 
relativement à la fraction s, égale à un 11* dans notre exemple, et 
dont nous avons négligé le carré. Toutes les autres données restant les 
mêmes, si Ton changeait seulement le signe de €, on trouverait 48^10", 
pour la valeur de 6; de manière que cet angle, relatif à la balle allon- 
gée, serait moindre que celui qui se rapporte à la balle aplatie; ce 



(^ Par uae erreur que Von avait faite dans un premier calcul , on a mis 5g'a4' pour cet 
angle , dans le préambule de ce Me'moire. 
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qui tient à la même cause que la différence entre les temps du trajet 
des deux balles. 

De la formule (U) , on déduit, en même temps, 

(T = ^ 0,00201 • 

La moyenne des déviations horizontales dans la série d^épreuves 
que nous avons prise pour exemple, était donc d'à peu près deux milli" 
mètres , à la droite ou à la gauche du soldat , selon que la partie su- 
périeure de la balle tournait de gauche à droite ou de droite à gauche; 
mais comme la cible avait deux tiers de mètres de largeur, cette dévia- 
tion n'a pas dû influer sur la proportion du nombre de coups qui ont 
porté; et vu sa petitesse, il aurait été impossible de la déduire des 
écarts de la balle, si on les eût mesurés à toutes les épreuves, ainsi 
qu'on l'a expliqué plus haut. 

(36). La supposition du n^ 29, relative à la grandeur de la vitesse c, 
et d'après laquelle nous avons formé les intégrales des équations (N) 
et (O) , n'a plus lieu dans le cas oh les rayures de la carabine sont 
parallèles ; ce qui rend nulle la vitesse de rotation de la balle à Tori- 
gine du mouvement ^ et conséquemment aussi , chacune de ses toSBs 
composantes. On a donc alors c = o; au moyen de quoi ces équa- 
tions se réduisent à 

et pour déterminer les quatre constantes arbitraires que renfermeront 
leurs intégrales , on aura 

^7 = 0, g=zOy = A, ^F = A, 

pour ^ â= o. Le mobile n'ayant pas de rotation quand son mouve-' 
ment commence , on pourra prendre pour la droite GL à cette époque, 
celle que l'on voudra des deux parties de la droite suivant laquelle 
le plan des x/ etj-^ coupe le plan des x etjr^ pour fixer les idées , je 
prendrai la partie située à gauche du plan des x et z^ ou qui faicr 
avec l'axe des x un angle très peu différent de 270°; et le demi-axe 



r 
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de figure G^;, aéra alors celui qui est compris dans la partie anté- 
rieure du projectile (n° 28). L'angle donne h sera positif ou négatif 
selon que Gz, , dont il exprime l'inclinaison sur le plan dexet r, 
tombera au-dessous ou au-dessus de ce plan horizontal; langle i^, 
aussi donné , sera celui que fait le plan vertical de ce demi-axe avec 
le plan des a? et z , où est comprise la direction initiale du centre 6 : 
il aura une valeur positive ou négative, selon que le premier plan sera 
situé à droite ou à gauche du second. Pour que Gz^ coïncide avec 
la direction de G , il faudra qu'on ait A = o et A = — b, en dé- 
signant toujours par b Tangle de tir compris entre cette direction et 
Taxe des x. Enfin , ce sera le signe supérieur que Pou devra prendre 
devant Ç, dans la troisième des quatre équations difiérentîelles. 

Cela étant, si l'on élimine p et q entre ces quatre équations, que 
Ion mette pour A sa valeur , et qu on ait égard à celle de Ç (n° a6) , 
on aura 

ÙL l^îfL- IF = o 

En intégrant par la méthode ordinaire , il vient 

V^ A' (i -¥- f*at) ^+" -I. B' (i -H fiat) »"" , 



fax l'on désigne par A, B, A', B', les constantes arbitraires , et où l'on 
fait , pour abréger, 



V i ^ «/» 



quantité que l'on supposera positive , pour fixer les idées. 

A moins que la fraction t ne soit extrêmement petite , m sera un 
noi^bjce assez considérable pour que la puissance m de i -4-* fiat 
devienne une très grande quantité pendant la durée du mouvement: 
dans l'exemple du numéro précédent ^ on aurait à peu près m = i5 , 
lors mèroe que cette fraction ne serait que le 10* de ce qu'elle était, et 
(t -4- im,a£) surpasserait un million , par exemple , bien avant qu'on 
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eut t — ^. Pour que les angles et Y demeureût constamment très 
petits 9 et les vitesses p el q aussi très petites , comme le supposent 
les équations (N) et (O) , il faudra donc que cette puissance disparaisse 
des formules précédentes j ce qui exigera que Ton ait A = o et 
A^ = o. Comme on a 

pour f = o , il en résultera B = ^ et B' == e, en négligeant le der- 
nier terme de la première formule , et remplaçant par — m 
Texposant - — m. A un instant quelconque , on aura, de cette 



manière , 



et à l'origine du naouvesient y on aura y en particulier , 



m 



— Ô, k = o\ 



en sorte que ce nest pas dans le cas où Taxe de figure du mobile 
coïncidait exactement, à cette époque, avec la direction du centre G, 
et oii Ton avait h = — ôetÀ=o, que cet axe demeurerait à |>eu 
près parallèle à lui-même pendant tout le trajet du projectile. £n 
vertu de l'équation Y == o , cet axe ne sortira pas du {4an des x et 2 ; 
et d'après la valeur de 0, qui approchera de plus en plus d'être égale 
à — ^ , il approchera de même de coïncider avec la tangente à la 
trajectoire, dont il ne s'écartera pas sensiblement dans lapins grande 
partie de ce trajet. 

Pendant toute sa durée , on aura 

pour les trois composantes de la vitesse de rotation , qui aura lieu , 
par conséquent , autour d'un axe perpendiculaire au plan vcFtical 

des X et J5 , et qui s'approchera très rapidement d'être égale à — ^ , 

c'est-à-dire à une quantité indépendante de 1 , pourvu que cette frac- 
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tion soit y comme on vient de le supposer , assez grande pour rendre m 
un nombre considérable. D'après la valeur de Ç, on aura 

p z=i i^ijua (i -t- jtiat!)^ 

pour t = t'. Dans Texemple du numéro précédent , cette vitesse 
finale serait d'à peu près un tour entier en 102 secondes. 

En vertu des valeurs de et ^, celles de T, T', T", du n"" 3i, 
qu'on devra employer dans les équations (L) y seront 

en prenant le signe supérieur dans la valeur de T", qui avait le signe 
ambigu =F. L'expression de jt restera la même que dans ce numéro; 
ou aura j^ = o, de sorte que le centre G ne sortira pas du plan des x 
et J5, non plus que Taxe Gz,; ce qui devait être, en efFet, puisque 
tout est semblable de part et d'autre de ce plan vertical. Les intégra- 
tions indiquées dans la valeur de z, s'effectueront sans difficulté; et 
dans cette valeur, en fonction de t et sous forme finie qui en résul- 
tera, on supprimera les termes qui auront nt pour diviseur. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce cas particulier qui ne 
saurait se rencontrer dans la pratique. Dans le tir de la carabine à 
rayures parallèles , pour peu que les angles h et k s'écartent des va- 
leurs précédentes ^ ô et zéro , ce qui ne manquera pas d arriver , 

on ne pourra plus supposer, comme dans le n^ 27, que la balle tourne 
constamment autour d'une droite, qui s'écarte très peu d'un axe prin- 
cipal et soit toujours à très peu près parallèle à elle-même. Pour 
déterminer alors le mouvement de rotation et son influence sur celui 
de translation, il serait nécessaire de recourir à des approximations 
très compliquées que j'abandonne à ceux qui voudront s en occuper. 



La longueur de ce Mémoire m oblige den ren90jrer la suite h 
un autre ^ dans lequel il me restera à considérer t influence de la 
nou'rhomogénéité des projectiles sur leur^ double mous^ement de rota- 
tion et de translation. 



DBS PROJECTILES DANS LUrR. 177 



gnaaaigcsa^Baaaaag ii^ ,. *;=atBC=s^ 



SUITE 



DU MÉMOmÇ PRÉCÉDENT. 



Les causes principales auxquelles on a attribue les déviations ob- 
servées dans le tir des projectiles de l'artillerie , sçnt , comme on la 
expliqué dans le préambule du Mémoire précédent, le frottement du 
mobile contre l'air^ sa non-sphéricité parfaite, sa non-bomogénéité^. On 
a examiné, dans le deuxième et le troisième paragraphe , les. effets 
du frottement et d« la figure , et Pon a renvoyé à un quatrième 
paragraphe, dont cette suite sera composée, Texamen des effets 
qui peuyent être dus au défaut d'homogénéité. Nous supposerons 
alors que le projectile soit une sphère dont le centre de gravité 
s'écarte un peu de son centre de figure , à raison de. la non-homogénéité 
de sa masse. Dans oe cas, les équations différentielles du double mou- 
vement de translation et de rotation ont une forme plus .simple que 
quand il s'agit d'un corps homogène dont la figure n'est .pas exs^cte- 
ment sphérique. Gepeffdânt , leur application au tir de la carabine 
rayée en hélice présente de pïps grakides difficultés* En effet , dans le 
cas de la balle allongée ou aplatie , on peut supposer que la rotation 
produite par les hélices de l'arme, a lieu autour de Taxe de .figure de 
la balle, ce qui facilite beaucoup rintégration , par approximation, 
des équations diflQ6ren.tielles du double mouveonent; au . contraire , 
pour une balle sphérique non homogène, la; rotation initiale, peut 
avoir lieu autour d'un axe très différent de la droite qui. contient les 
centres de gravité etde figured^u projectile: l'axe de rotation n'étant donc 

23 
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point^ en général , un des axes principaux de la balle , il se déplacera 
continuellement dans intérieur du mobile, c'est-à-dire qu'il coïn- 
cidera successivement avec des diamètres qui s'écarteront beaucoup de 
sa direction initiale , et cette circonstance rendra bien plus difficile la 
détermination approchée du mouvement r D'après les différents cas de 
ce mouvennant, ^ue Toq peut traiter sans recourir à des calcuU trop 
compliqués , on reconnatt que FinflSence de la petite distance des 
deux centres de la balle sphérique , non homogène , est beaucoup 
moindre^ sur son mouvement de translation et sur la justesse du 
tir de la carabine, que ne peut l'être, toutes choses d'ailleurs égales, 
celle de la non--sphéricité d'une balle un peu aplatie ou allongée. 

On a aussi appliqué, dans ce second Mémoire, les équations du 
mouvement des projectiles dans Taîr , au tir de la bombe sphérique, 
mais dont les centres de figure et de gravité s'écarte&t un peu l'un 
de l'autre , à raison de sa non-homogénéité. La conséquence générale 
à laquelle on parvient, est que cette petite excentricité &'a qu'une 
influence négligeable sur le mouvement de translation du projectile , 
et conséquemment sur la justesse du tir de la bowbe» Four que cette 
influence devint sensible, il faudrait que la bombe eâ| rfÇH à l'ori- 
giiie du naottvmnent une vitesse da rotation extrâmen^wit grande ^ ce 
qui n'a pas lieu dans la pratique. La distance dea deu^ contres die la 
bombe non homogène influe beaucoup, au aoD:traire, $ur son mou*- 
vement de rotation. Mais, à cet égard, ce serait une erreur da croire 
que, dans ce mouvement, la droite qui joint ces 4tux points teude 
à devenir verticale, et^le centre de gravité, 4 descendre au-*dessous 
du centre de figure: on ne doit pas perdre de yumi ^ ^tk effet, que 
c'est autour du premier de ces deux centres que k bontb^ tourne^ 
comme si ce point était fixe et en vertu des forœs qui la sollicitent} 
or, le poids d'un corps ne saurait inûjoit^ sur le mouvement autour 
de son centre de gravité;^ et ce moiivenient ne peut ^e modifié pen^ 
dant la durée du ^ajet du prog^etiW que par la résistaace de Fai?* ^ 
la rotation initiale était nulle , la droite qui joint l«a 4«ax oe^tres^ 
demeurerait, dans le vide , parallèle à elle^miéme pendant tottte œtte 
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darëe; dans l'air, la résistance da fluide changerait la direotioa de 
cette droite 9 et tendrait à la ramener, non pas à la direction verti- 
cale, mais à celle du mouvement de translation* Dans le cas d'une 
vitesse initiale de rotation, la droite dont il s'agit pourra faire des 
révolutions entières autour du centre de gravite, ou de simples oscil- 
lations de part et d'autre de la tangente à la trajectoire de ce point; 
mais ce sera toujours aux instants où elle coïncidera avec cette tan- 
gente, que sa vitesse de rotation atteindra son maximiun^ de même 
que cela a lieu* dans le mouvement du pendule simple, lorsque sa 
direction vient à passer par la vertijcale. 



§ IV . Influence de la non-homogénéité du projectile sur son double 

moui^ement de rotation et de translation. 



(38)* Dans le paragraphe précédent, noos avons a^^liqué les 
équations générales de ce double mouvement, dans un flaide x>ésistant, 
au cas oii k projectile s'écarte très peu de l'homogéoâté et de la 
forme sphérique. En désignant alors par p le rayon vecteur GM d'un 
][)oint quelconque M de sa surfeoe, on a 

2 étant le rayon de la sphère, équivalente en volume à celui du mobile, 
i une très petite fraction , et u une fonction des angles qui détermi- 
nent la direction de GM par rapport aux trois axes principaux Gx^ y 
Grj^y Gz^, de ce corps, qui se coupent à son centre de gravité G. Si 
Ton fait, comme dans le n^ 21, 

cosMGx, = a', cosMG^, = A*% cosMGjc, = i/, 



de sorte qu on ait 



a'« -h ^^^ -h /a =ç I, 

23.. 
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les coordonnées ^,y y,^ z^^ du point M ^ relatives à ces axes^ auront 
ponr valeurs 

et la quantité p pourra être regardée comme une fonction de A^, /uf^ f\ 
donnée par l'équation de la surface du projectile. 

Nous avons aussi, dans ce même paragraphe , fait abstraction du 
frottement du mobile contre Tair , dont les effets avaient été déter- 
minés précédemment; et les équations générales des mouvements 
simultanés de rotation et de translation j se sont réduites , en consé- 
quence, aux équations (A) du n^ cité. Mats pour effectuer les inté- 
grations indiquées par y^ dans leurs seconds membres, il est nécessaire 
de faire une hypothèse particulière sur la fonction u, ou sur la forme 
du projectile : afin de connaître Tinfluence de la non-sphéricité sur 
son double mouvement, on a supposé dans le n^ a3, que ce corps 
était un ellipsoïde homogène ; maintenant, pour déterminer l'in- 
fluence de sa non-homogénéité , nous supposerons qu'il soit une sphère 
hétérogène dont le centre de gravité s'écarte très peu de son centre de 
iîgure. En désignant par F le second de ces deux poitits, la droite GF 
pourrait s'écarter des trois axes principaux, et faire des angles donnés 
avec ces droites ; mais afin de simplifier les calculs y je supposerai 
que GF coïncide avec l'une de ces droites , par exemple avec le denqii- 
axe Gz^ ou avec son prolongement. La longueur de GF devant d'ail- 
leurs être une très petite fraction du rayon /, on prendra pour le 
rapport de GF à ce rayon , la fraction i ^ qui sera regardée comme 
une quantité positive ou native ^ selon que le point F tombera sur 
Gz^ ou sur son prolongement. De cette manière , nous aurons 



pour l'équation de la surface du projectile. 

En y substituant les valeurs p*écédentes de x^y y,, z^; la résolvant 
ensuite par rapport à p; et négligeant le carré de i, on en déduit 

p =- /(i -H t/)î 



i 
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en sorte que , 4ans le cas que nous considérons, en aura simplement 



V» 



/ du du du 

« == «^j 37 = I, ^ = o, 35;, = o. 

# 

La formule (Ë) du n^ 121 donnera , par conséquent , 

V - (i + f/) Jcos C - t*' -+- KV^' - Pf^)^ 

pour la vitesse du point M normale à la surface y ou dirigée suivant le 
prolongement du rayon GM. EUle ne dépendra pas de la vitesse de 
rotation r autour de l'axe principal qui contient le point F; mais elle 
dépendra des vitesses p etq autour des deux autres axes &r, et Gy^^ 

ainsi que de la vitesse ^ du point G, et de sa composantes^ suivant 

Gz,(n»7). 
Les équations (C) et (D) du n" ai , se rëduirout à 



a, cosvtt, 


J^/COS», — 


■■ tliuf y 


JCj cos ^f 


— a^cosAy — 


: «/a', 


y, cos A, 


— XfCOSfif 


= 0, 


cos A — 


a"(i -^- i/) ■ 


»7i 


COS/U 


A*"(l -+- w') 


- •>', 


cos r — 


«-"(l H- »') ■ 


-*y'. 



Quant aux valeurs des six quantités X\ juf^i/y A", /*", v'^, elles seront 
toujours exprimées par les formules (F) et (G) du même n^ aï. 

Enfin, nous aurons 

«■ 

dv = /"(î -f- W)sin^</ii; 

pour la valeur de J<r du n® 32. 

Au xnoyea de ces diverses valeurs, op formera les exiM'essions des 
(juantités comprises sous les signes f^ dans les équations (A). Ces 
intégrales, relatives aux angles Ç 9% »,. devant s'ëtaadre à tous les 
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pointe de l-hëauftphére atitériettr dtt projectile ^ on les prendra depuis 
Ç= o et 11 = 0, jusqu'à ^= [tt et w = a^r, en dësignant à l'ordinaire, 
par 7r le rapport de la circoafërence nu diamètre; et les intégrations 
s'effectueront iminëdiatement. 

(39), Considérons en premier lieu les trois dernières équations (A). 
En représentant par D^ la densité moyenne du projectile, sa 
masse m sera 

Si l'on suppose^ pour plus de simpiicitë , sa constitution symétrique 
autour de Taxe Git^, ses moments d'inertie par rapport aux deux 
autres axes Ga:^ et Gy^ seront 4@aux ^ et l'on aura j pour ses trois mo- 
ments d'inertie principaux , 

B ^ A = î=i(i-H.A,), C = f(i+.A'), 

en désignant par k^ et A^ des constantes données dont les valeurs 
dépendront de celte constitution^ et dont nous représenterons par k 
la différence k! — k, positive ou négative. 
A cause de 

/,(y,cosA, — x,sin/u.^)d(T = o, 

la dernière des équations (^) se réduira à d!r=:o; en représentant 
par c une constante donnée, on aura.dono rsc; par conséquent, la 
rotation autour de l'axe Gjs^ sera uniforme pendant toute la durée du 
mouvement; mais cet axe, fixe dans l'intérieur du mobile, pourra 
changer continuellement de direction dans Tespace. A raison de A=B, 
tous les rayons du mobile, perpendiculaires à Gjs^, seront des axes 
principaux : pour fixer les idées , on prendra pour Ox^ le rayon qui 
coïncidait à Torigine du mtouvement, avec la droite 6L dirigée à 
cette époque, vers le nœud ascendant L du plan perpendiculaire à G^;^, 
sur le plan boriaontal ^ ce qui rendra la constante c positive (n^ -2) , 



r 
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puisque la rotation autour de Gz^ aura lieiji alors de Gx^ ou GL^ vers 
G/^ qui se trouvera aunlesaus de ce second plan ; et quand le premier 
sera aussi horizontal, et consëquemment la droite (xL i;n4éterminëe, 
on pourra toujours prendre cette droite et les deux demi«^axes Gx^ 
et G/, (n® i4), de manière que la vitesse ç soit encore positive. 
Pour t=Oy on aura ^ = o. Excepte le cas où la rotation initiale 
aura lieu autour de GL même, l'angfe^ aa i^h sera donné ^ns 
ambiguitë; langle dièdre, aigu ou obtus, formé par let/dwArao^les 
plans /^GL et xGLj^ sera aussi donné; ce qui fera connaître la partie 
de Taxe de figure du mobile qu'il faudra prendre pour Gz, , c'est-à- 
dire, si cette partie est ou n'est pas celle qui contient le point F. Dans 
le cas d'exception, le nœud ascendant L pQSera^pl^s 4^<*ixûllé; on 
pourra prendre indifféremment pour GL, l'une ou l'autre des deux 
parties de l'intersection ^u plan de G^r^ et G^^ ^ avec le plan hori- 
zontal; ce qui donnera lieu à deux valeurs initiales de l'angle LGx, 
différentes de i8o^ l'une de l'autre: pour fixer les idées, nous prendrons 
pour GL la partie de l'intersection des deux plans , qui fait un angle 
aigu avec la droite G jt. Ces détails étaroot néeessaifrèB pour hiyé 
disparaître toute ambiguïté dans les données initiâtes dû pr^lème^ 
La quatrième et la cinquième équation (A) deviendront 

en continuant de négliger le carré de i^ et faisant pour abréger 

t5/iD ^ 

« 

de sorte que ^ repr&ente actuellement tue ligne d^o»e loogaeur 
donnéCé D'après les formules (F) et (G) du n^ âi , on aura (Taineurs 
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« 

Les quantités A, A,, h^, soat les cosinus des angles, que fait la 
directioa de U vitesse -j^ an poiat G (n^ 12), avec les azçs des x, j, 
JE ; on aura donc 

ds t ££r ^ JL _ ^J* *^ jL ^ 

5?'^ — 'M^ dt'^^ ^ IF^ di^ —^ tti 



par conséquent , il en résultera 






(«) 



pour les équatioiis du paouyement de rotation^ auxquelles on joindrai 
les équations (i) dn n^ 2, qui pourronjt s'écrire aipsi : 



d6 


= p cos ^ — ^ sin ^ , 


«■.«#= 


= — ^sîn^ - q cos(p, 


dgi 
•dt 





(>)• 



\ 



On peut remarquer qu'en vertu jies équations (i3)du n® 7, les quan- 
tités comprises entre les parenthèses, dans les seconds membres de ces 

équations (i), sont les composantes j/ et ^ de la vitesse ^^ suivant 

les axes Gx, et Gjr^. 

(40) • Occupons-nons maintenant des trois premières équations (A), 
qui sont proprement les équation^ du mouvement de translation . 
Les int^rales qu'elles renferment auront pour expressions 
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/ V C08 xd<r =f;'f^ [(l -h 5f/) A"? ^ COS« Ç 

H- 28/3 (^;,/ _ ^^/^ ;,« ^ cos Ç] sin Çd^^ 
: — *y^' ^. cos» Ç — TLtpfji'z! 4-' cos Ç 

dà* . , ci -.^u ids 



iil? (ç/ — ^^') i/' ^ cos Ç J sin ^<^éR» , 



« 

en négligeant tOQJeure le carré de «. ^'y substitue les formules (F) et 
(G) du n" 2 1 , à la place de /, fJ, /, A", ^t", /' j puis j'effectue les in- 
tégrations indiquées*, il vient 

/^ V» cos aA- = i TT^ ^" A -1- a9r»Z».^; 6 (7^ H- yA, d- /Aa) . 



/ V* cos /«i;r = i ,r/» g A, -^. 2^,? g A. (7A -h- yA, -^ y"K) 

3 " </<*/ 3 * 5r'^>^ 

H- (7*"- ,>€") (2;iA -^ ^;>^; -i- a:^)] , 

a4 
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D'après la nature des neuf quantités h^j h^y etc. , du n^ 1 2 , elles 
sont liées entre elles par les équAtions 



A' -h a; H- a; = I , A: ^- a;* -^ a:« = i , ^ •+■ A;» h- >^* = i, 
M,-t-^À;-4-Af'A;=o, Aà,'^kfh;,-hU'K=^oy A,A.-t-Ai^**;A>=Q, 



qui permettront d'éliminer six de ces quantités des trois iormales 
précédentes, et de n'y laisser que A, ^i, h^f dont les yaleurs sont 

ds ^'£> 5J' ^° observant que Von a d'ailleurs (n® 7) , 

• * • 

on trouvera que tous les termes de cbacuiie de ces trois formules , in-' 
dépendants de p et g y disparaissent «cepté le premier y et que ceux 
qui dépendent de ^ et 7 9 se réduisent à une forme tràs aknple. En 
vertu des équations (i), d'où Ton tire 

aA ^ It lP\rdt ^ ^ di ^ ^ M, 



\ 



et en substituant dans les trois p]::emières équatioqs (A) , les exprès-^ 
sions^ ainsi réduites, des intégrales qu'elles i^nferment, nous 
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aurons 






. dxds êf dx d{p^ + ç») -A . ^. 

d^^^ dtdt^^^T dt ds "^dt^^ ' ^' 



OÙ l'on a fait , pour abrëger , 



SnD 



'^ =* "857 = 5 ^ ^' 

de sortç que - soit, aiosi q^^ X' ^^^ Hgne de grandeur 

La détermination da double mouvement du projectile dé^ndra 
donc de Fintëgratioxi du système des équations (i), (3)9 (3) , qui 
n'est possible que par approximation. C'est à quoi nous allons procé- 
der dans les deux cas du tir de la bombe et du tir de la carabine , 
que nous considérerons successivement. 

(4i). Dans le cas de la bombe, supposons d^abord qu à Torigine du 
mouvement , la droite horizontale GL , que nous prenons pour le 
demi-axe Gx^y soit perpendiculaire au plan vertical des«r et Zj dans 
lequel ie centre de gravité G du projectile est lancé (n^ 1)9 ^t que 
ce corps reçoive une vitesse de rotation donnée autour de Gx, et n'en 
reçoive aucune autour de Gj^ et de Gz,. Tout étant semblable alors 
de part et d autre du plan des cr et js , il est évident que pendant toute 
la durée du mouvement , le point G et la section du mobile qui com- 
prend Gy^ et Gi, ne sortiront pas de ce plan vertical. La rotation 
aura lieu constamment autour de Ja perpendiculaire à ce mén(ke plan; 
et comme on la dit plus haut j on prendra pour Taxe 6L la partie 
de cette perpendiculaire qui fait un angle de go"" avec Taxe Gx. Pour 
une valeur quelconque de ty noiis aurons 



o, g ^ ày ^=0, (p = o, 4 = 90 

^4- 







r • K 
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et en Tnéme temps (n^ aS), 

] (ft = o,' € =i COS0, y ~ — sinfl, 

</= — !, €' = o, y = o,. 

au moyen de quoi les équations (i) et (2) se réduiront à deux seule- 
ment 9 savoir : 

dp . ^^ds /dx ^ A ^ • a\ di 

La bombe tournera donc autour de la droite G:r^ de direction 

constante, mais avec une vitesse variable, égale à'^, positive ou né- 

gative y c'est-à-dire dirigée de Gy^ vers Gz^ ou de Gz^ vers G^, (n^ 2), 
selon que Tangle Q ou jijGz croîtra ou décroîtra. La quantité comprise 

entre les parenthèses dans la valeur de ^, étant la composante de, la 
vitesse ^ suivant Taxe Gy,, il s'ensuit que cette valeur sera zéro et que 
la vitesse/; atteindra un maximum ou un minimum ^ toutes les fois 

■ • - * 

que Gy^ sera perpendiculaire à la direction de la vitesse du point G, 
ou que Taxe de figure G^^ coïncidera avec cette direction, quel que soit 
d'ailleurs l'angle d qu'il fera au niéme instant, avec la verticale Gz. 
On saura, à l'origine du mouvement, si le point F appartient au 

• * * 

demi'-axe Gz] ou à son prolongement ; par conséquent, on saura aussi, 
d'après *Je signe de cosd à un instant quelconque, si le centre de 

figure F de la bombe , se trouve au-dessus ou au-dessous du plan ho- 

■ « _ ^^ ♦ • . 

rizontal, mené par le centre de gravité G. 
.£a élim&Qant ;? entre les deux équation» précédentes,, on aura 

^■ = "'"*(f "»« + §*»«)' (4) 

» 

pour Téquation qui servira à déterminer, quand la vitesse du point G 
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sera connue en grandeur et en direction , la valeur -de ô en fonction 
de t^ qui exprimera la loi du mouvement de rotation. 
Si Ton néglige tout-a-fait la fraction i , on aura 

^ =z bt -^- y, p =;,b'^ 



V et h étant des quantités constantes , pour lesquelles on preqdra les 

valeurs initiales et donnëçs de d et ^ ^ ce qui exigera que les quantités 

dépendantes de i^ que Ton ajoutera à ces expressions de et /? pour 
les compléter 9 soient zéro pour f == o. Selon que la constante h sera 
positive pu négative, la rotation initiale aura lieu de G^^ vers Gz^, 
ou dans le sens opposé , de mianière que dans le cas de b positive , 
les points de l'hémisphère antérieur du projectile, tourneront de bas 
en hauT, et ceux de son hémisphère postérieur, de haut en bas, tandis 
que le contraire aura lieu dans le cas de h négative. Pour fixer les 
idées, je supposerai que la constante £' soit un angle aigu; ce qui 
revient à prendre pour le demi-axe G»,, la partie de Taxe de figure 
qui se trouvait à Torigine du mouvement, au-dessus du plan hori- 
zontal mené par le point G , et qui sera celle qui contient ou qui ne 
contient pas le point F, selon qu'à cette époque, ce second point 
était plus élevé ou moins élevé que le point G. 

(4^). Les valeurs zéro des variables ^ , 7, €', font disparaître la 
seconde équation (3). En ayant égard en outre, aux \aleurs de € et 
Ô' y les deux autres équations (3) deviennent 



(ta: . dx ds ai/* dp dr , , ds 

€f*;ç . dz ds , :ktt* dp dz , t ds . ^ 

dt^ ^ ^ dt dl^ ^ 5 ^ ds ds^ ^^^ di 



(5) 



Leura seconds membres ayant ^ pour facteur, il s'ensuit que lexcen- 
tricitéFG de la bombe, provenant de sa uon-homogénéité, ne peut 
influer sur le mouvement de translation qu'à raison de la rotiAtion. 
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Pour les intégrer par approaLÎmation j j'obsenre qit'ent ttëgligaant 
toat-à-fait t, on satisfait à la première de cet deux ëqfoations, en 
faisant 

dt — "^ » 

e dësignant à l'ordinaire la base des logarithmes nëpëriens , et a une 
constante arbitraire , pour laquelle on prendra la composante hori- 
zontale de la vitesse du centre G à son point de départ y ou corres- 
pondante ks=^o. Pcmr tenir compte de la pra^nière puiasanœ de f , 
je ferai donc 

2^ étant une nouvelle variable qui devra être zéro pour fsso. En 
r^résentant par m la tangente de l'angle que la tangente en un point 
quelconque de la trajectoire du centre G fisiit avec une parallèle à 
Taxe des x menée par ce point , on aura 

dz ds dx i/I~ ; 

Au degré d'approximation oii nous devons nous arrêter , c'est'^Â^re ^ 
en négligeant le carré de i , on pourra substituer pour /ei et d leurs va- 

leurs précédentes , avec la première valeur de ^ ^ dans le second 

membre de la première équation (5) \ alors on aura simplement 



du 



^ a ^iby/ir:rz?cos{bt ^ b% (6) 



La valeur de ^ étant 



dt dx 

^ = "11 



I 

la se^ode équation (5) deviendra, en ayant égard à la première, et 



[ 
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faisant les réductions , 



dx dm 
dî dt 



g .f- i/idba Vi -♦- é»'[sin (A/ -♦- y) — e^ cos(bt + èf)] e^^ j 



en y joignant l'équation 



^ =r a*(i 4- «ye-^'^, 



et divisant ces deux équations membre à membre, il vient 
ou 9 ce qui est la même diose. 



\/i~:r^*i& « - ^e^'ds ^ie"" uds 



mlb 



Vi -h»*[sin (ht^bf) — mCQsibt-^ y)\e ds, 



où Ton a désigné par h la hauteur due à la vitesse a , de sorte qu on ait 



a^ i=s 2gfA. 



En intégrant, nous aurons 



• VI 



• 

> étant la constante arbitraire , dont la valeur sera 



7= ^-htangtt Vi -H tang^tf-^ log(tanga*-|-\/i -h tang^«), 



s^ 
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en désignant par a la valeur de où au point de départ du centre G, 
ou l'angle de tir du projectile , et supposant que les intégrales indi- 
quées dans Tëquation précédente commencent ^5 = 0. 
En négligeant i, cette équation donne 



e^ = S/ifjih^y — mS/\ -+-«• — log(aP -+- Vi -4- a>^); 



si donc 9 on fait pour abréger 



y — (ù\/\ -f- «• — log (op -4- V/i -t- a') = Q^ , 
[sin(Af-h ô^ — «cos(Af-hô')] v/n-«* = R, 



on pourra écrire cette même équation sous la forme : 

L'équation qui donne la valeur de ^^ pourra aussi s'écrire de cette 
manière: 

I 

En en retranchant la précédente membre à membre, on aura donc 



d'où Ton dëduit 

V dm tdm Ti 






urfg == -_ îîî: __ ï:^p , 



Q* 



en faisant , pour abréger , 






1 
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duc dm 



D'après Fëquation qui donne la valeur d« ^ ^ , on aura 






d'où Ton tire 



V^^"^' = - [' - .^ + T^#] ^ i (8) 

- l 

en observant que l'angle cù décroissant quand le temps t augmente, il 
faut prendre le signe — devant le radical qui exprimerait la vaieur 

j dm 



Enfin, on aura 



d^ 






pour l'expression du carre de la vitesse du centre de gravite G ou du 
mouvement de translation de la bombe. 

(43). Les formules (7) feront connaître par les quadratures, les 
valeurs de jt et z correspondantes à chaque valeur de û>, après qu'on 
y aura mis pour t ses valeurs approchées et données par le premier 
terme de la formule (8) , et pour u ses valeurs calculées , aussi par 
les quadratures, au moyen de la formule (6). Ces valeurs numéri- 
ques de X et ^ serviront à construire par points, la trajectoire du 
centre G. La formule (8) déterminera de la même manière, le temps 
que G emploiera à parvenir en chaque point de cette courbe. Cela 
étant, les formules (7) et (8) , jointes à Téquation (9), renfermeront la 
détermination complète du mouvement de translation , du moins au 
degré d'approximation où nous nous sommes arrêté, cesl-à-dire, 
en négligeant les quantités de l'ordre de petitesse du carré de €. Les 
parties de ces diverses formules qui sont indépendantes de cette frac* 
lion , coïncident avec les formules ordinaires de la balistique. 

25 
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Laquantilë P que contiennent les termes d^ndants àff i^ pent 
être simplifiée par Fëlimination de u^ dont la valeur en fonction de cûy 
résultant de la formule (6) en j faisant 

dépendrait en conséquence de deux quadratures succeasiyes. 

En effet, en négligeant s dans cette quantité P, on y pourra faire 



ds = Vi -h €ù^dx 



et comme on a identiquement 






\/i ^cù'd€j = ^ -d.Ç, 



il eu résultera 



ce qui fera disparaître u de l'expression de P. 

f 

R 

En changeant u en cette autre quantité 7^, on aura de même 

Au moyen de la formule (6) et de la valeur précédente de dt qu'on j 
doit employer, on aura aussi 



</« = — ^^ \/l ^ AT» COS (*< ^- A') rf*- 



Cela étant, nous aurons 
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pour l'expression la plus simple de P. 

La valeur numérique de cette quantité j correspondante à chaque 
valeur donnée de â», exigerait néanmoins un calcul très pénible; mais 

la considération du facteur bl y^^y commun à tous les termes qui dé- 
pendent en outre de f dans les formules (7), (8), (9) , suffit pour 
montrer que l'influence de la rotation du projectile sur son mouve- 
ment de translation^ est très petite et négligeable dans le tir de la 
bombe, du moins dans la supposition du n^ 4^* 

S'il s'agit, par exemple, de la bombe de 27 centimètres de diamè- 
tre, et du poids de 5i kilogrammes, on pourra évaluer à aSoo mè- 

très la longueur de la ligne -. En prenant la seconde et le mètre pour 

unités de temps et de longueur , la quantité g* est à très peu près 
égale au nombre tt*. Si donc on suppose la vitesse initiale de rotation 
h , telle qu'en vertu de cette vitesse , le projectile ferait un nombre 
n de tours pendant toute la durée du trajet, et si l'on prend environ 
16 secondes pour cette durée, en supposant que le tir ait lieu sous 
l'angle de 4^^) ^b aura 

en sorte que si Ton avait n = i , ce qui est sans doute exagéré dans la 

pratique, et e = 0,01 , le produit de î et de bl ^-, qui mesure pour 

ainsi dire l'influence de la rotation et de l'excentricité de la bombe 
sur son mouvement de translation , serait à peine un dix-millième. 
(44)* En vertu des formules (7) et (9) , et en négligeant toujours le 
carré de t , l'équation (4) ? multipliée par dt , deviendra 
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Si l'excès de Q sur bt -^ ^, qui serait nul dans le cas de i = o , de- 
meure un très petit angle pendant toute la durée du mouvement , 
on pourra aussi mettre &^ -4- ^ à la place de 6 dans le second membre 
de cette équation. Alors , au moyen de la valeur de t^ correspondante 
à chaque valeur de », on calculera^ par une première et une se- 

conde quadrature , les valeurs de ^ et d, relatives à cette valeur de 

â»^ on connaîtra donc en chaque point de la trajectoire du centre de 
gravité G, la vitesse de rotation p du mobile, et l'angle zGz^ de son 
axe de figure avec la verticale j ce qui achèvera la solution du pro- 
blème. 

A l'origine du mouvement, si le projectile n'a reçu aucune vitesse 
de rotation , de manière qu'on ait & c= o , on aura, à un instant quel- 
conque. 

En mettant — ÇàQ au lieu de V/i -4- û»' /2» , et intégrant une pre- 
mière fois, on en déduit 

C étant la constante arbitraire. D'après la formule (8), on fera, dans 
cette dernière, 

et en déterminant C de sorte qu'on ait à la fois 

t = o y p=zo y â>=r lang a , Q^ = ' 



^fêh^ 



nous aurons 
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ff 

;> = - y/^ r (cos y 4- tang a. sin h') \''^h 
— (cos y -h » sin ^') Q — ' ^^ ®'° ^~\' 

Multipliant par dt^ intégrant de nouveau , de manière qu'on ait 
%=V pour t ==^ o^ observant qu'on a 






et qu'on doit prendre 



/mdl I fmdm /^ 



il en rësaltera 



5. 



ô — y = A [at (cos i' -4- tang * sin 6') — jc cos bf 



■ 

Ainsi ^ lorsque la rotation initiale du mobile est nulle ^ l'angle 
s'exprime très simplement au moyen des variables jt, z, f; et comme 
on voit 9 sa valeur à chaque instant ne dépend de la résistance de 
l'air qu'à raison de l'influence de cette force sut la trajectoire du 
point G, ou sur les grandeurs de ses coordonnées x et z à cet ins- 
tant« Mais on ne doit pas oublier que ce résultat remarquable sup- 
pose l'angle fl — b' très petit j ce qui exigera^ en général , que la frac- 
tion e soit extrêmement petite. Il n'a plus lieu dès. que la valeur 
précédente de 9 — b^ cesse d'être fort petite par l'accroissement des 
variables x, js, t. C'est le cas où la méthode des approximations suc^ 
cessives est en défaut ^ comme dans le calcul des perturbations pla- 
nétaires , lorsque le temps sort des sinus et cosinus par le fait de ces 
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approximations. Pour dëterminer les valeurs de 0, relatives aux dif- 
férents points de la trajectoire , il faudra^ dans ce cas, reprendre 
l'équation (10), et recourir à la méthode des quadratures appliquée 
à une équation différentielle, dans laquelle les variâmes ne sont pas 
séparées. 

Dans le cas du vide /on a 



1 -a 



X ^ at ^ z =^ at tang d — - g^r; 

ce qui réduit l'équation précédente à — i' = o , et l'angle fl à une 
quantité constante; résultat exact , puisque la pesanteur étant alors 
la seule force qui agisse sur les points du projectile, elle ne peut 
faire tourner ce corps autour de son cenl^ de gravité. 

(45). Pour connaître maintenant la quantité dont la non-homo- 
généité de la bombe peut faire dévier ce point G, en dehors du plan 
vertical des x el z^ dans lequel il a été lancé primitivement, je 
supposerai que Taxe de rotation du mobile ne soit pas constamment 
perpendiculaire à ce plan , ni son axe de figure constamment com- 
pris dans ce même plan. Les quantités q et & ne seront plus nulles, 
comme dans le cas précédent ; on ne satisfera plus à la seconde équa- 
tion (3) au moyen de ^=:o; la valeur de y qu'on en déduira ex- 

. primera la déviation demandée; et comme^ et •£ sont «éro à lorigine 

du mouvement, elle ne proviendra que de l'excentricité du mobile, 
et pourra être supposée très petite comme la fraction «. On pourra, 

en conséquence, négliger ^, ou le rapport de -^ à ^ , dans le se- 
cond membi*e de Téquation dont il s'agit , 011 ce rapport est multi- 
plié par ê; ce qui réduira cette équation à 



^^"11 — *(V.'-A.e')5 



En y faisant 
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il en résultera 

■ 

<// = — ,/ {q^ _ pC) d. e"'. 

On prendra dans ceUe formule , K/^/uA, Ç pour la valeur de e^' 
(n" 43), et— p=r- pour la valeur de dt, d'après la formule (8) 
réduite à son premier terme. On en conclura ensuite 

y = «" ï •' "^vAjiqJ-pC') dÇ, I 

les intégrales commençant au point de départ du mobile, ou étant 
nielles pour â» -=■■ tang a. 

Au moyen des équations (i) et (a) du mouvement de rotation, 
dans lesquelles on supprimera le terme dépendant de ^ , on calcu- 
lera par les quadratures la valeur de la quantité (/«/ — ^é', relative 
à chaque valeur de e». On aura donc ensuite , par de nouvelles qua- 
dratures , les valeurs de la vitesse ^ et de la déviation ^ , perpen- 
diculaires au plan des a? et «, et correspondanUs à cfa«mue point 
de la trajectoire de G; ce qu'il s'agissait de trouver. Ce» calculs nu- 
mériques seraient fort compliqués et peu utiles à la pratique ; mais 
il y a un cas , que nous considérerons en particulier , dans lequel les 
valeurs de ^ et J s'expriment très simplement en fonctions de jp et 
de t. 

(4^). Si l'on suppose la vitesse c nulle ou seulement très petite ^ 
la valeur de gaf — pC, relative à chaque valeur de <», que l'on dé- 
duira des équations (i) et (a), se composera d'une partie constant* 
et d'une partie qui variera d'un point à un autre de la trajectoire. 
Or , le cas qu'il s'asira de coosid^r est celui oh oetu> «MrnndA m^^ti^ 
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demeurera très petite peodant toute la durée du mouyemeut ; eu 
sorte qu'où puisse la négliger dans les formules (ii), et y regarder 
qo! — p& comme une quantité constante. 

Soit f la résultante des deux vitesses p et q*^ désignons par GF la 
projection de Taxe instantané GI sur le plan des Gx, et Gy^ de ces 
deux composantes ; nous aurons 

q = psînFGjT,, p = pcosïGx,. 

» 

Désignons aussi par Gy la projection de Gy sur ce même plan. Il en 
résultera 

af = cosx,Gy = sin z^G^cos^Gx,, 
& = cosj^^Gy = sin je,GysinyGjr,; 

on aura donc 

qa' -^ p& = /)sîn zjGy (sin VGx^ cosjr'Gx^ — cos VGx^ sin^Go:,). 

■ 

Les angles VGx^ et j^^Gx^ sont comptés à partir du même demi-axe 
GXfy et dans le même sens^ de Gx^ vers Gjr^ : ils peuvent s'étendre 
depuis zéro jusqu'à 36o®. L'angle z,Gj ne peut s'étendre que depuis 
zéro jusqu'à i8o^; ce qui rend son sinus positif. La vitesse p est aussi 
une quantité positive. Par conséquent, on aura sans aucune ambi* 

guité 

qa' — p& == psin z,Gy sinTG/'. 

La valeur de ce produit sera donnée à Torigine du mouvement; je la 
représenterai par n, qui sera une quantité positive ou négative^ s^loo 
qu'en allant du demi-axe Gx^ vers Gy^ , on rencontrera la droite GF 
ayant ou après Gy : elle sera nulle, soit quand Taxe de figure Gz^ 
aura une direction perpendiculaire au plan des x et z, ce qui rendra 
nul l'angle z(3$y\ soit lorsque cet axe Gz^, Taxe instantané de rota- 
tion GI et l'axe Gy se ti^ouveront tous les trois dans un même plan , 
»ce qui rendra zéro l'angle \Gy'. Ce second cas comprend celui que 
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nous avons examine pins hairt (n^ ^i)^ et on Gx, on OL était datts 
le prolongement de Gy. 

Cela posé, en observant qne la valeur de Ç est 7;^== ^ Torigine 
des intégrales contenues dans les formules (i 1)9 la première donnera 

en ayant aussi égard ià la valeur Q\/^fih de e^. dette ezj^nentielle étant 

constamment plus grande qne Tuaité , on en conclut que k vitesse ^ 

aura constamment le même signe , c'est-à-dire un signe contraire à 
celui de (n, qui se déterminera, d'après les signés de n et de u La 
limite des valeurs de cette vitesse , quelle atteindrait dans la branche 
descendante de la trajectoire pour une valeur infinie de « , serait i/ir, 
abstraction faite du signe, ^et par conséquent très petite, relativement 

à la vitesse j^. 

La seconde équation (11.) devient d'abord 

, . • » . • \ 4 • • • 

Ê 

D'après les premiers termes des formules (7} et (8), on y fcUra . . 



et à cause de V^ghps.a^ pn en déduira- 



«y 



T (* — «0-» 



■'•■'''■ 

pour l'expression fort simple de la déviation perpendiculaire an pl«n 
des X et z. Sa diffiérentielle conservant le même signe pendant toute 
la durëè du mouvement, cette déviation aura lieu constamment 

26 
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d'uit mâoie c^tié de ce plan^ et n'atteind^^ pas de maximum» Dans le 
vide , où Ton a 

X s= aty ^ r= O^ Q\/lfJtJl =1, 

les valeurs de y et -^ seront zéro. 

Sous Tangle de tir de 45^, et pour une portée d'environ i^oo"* , la 
vitesse de projection \ dans l'exemple du n^ 4^ y est d'après Lombard ^ 

d'epviixsm 120" par seçpnde; sa composante hori;sontale est ^^» ou à 

peO'Pnàfr 80*^; le tempsdu trajets ëlant de 16 secondes , et le. diamètre 
àvk prf]^eqtile égal à o''^^^ ^ la formule précédente donnera au$$L à très 
Propres,, ^ . 

; î Y =s. — ftf(o»,i35), 

.*. . - • . . > *• 

pOttK la c^viati^Q horizontale ai^^poiiit d^chute de la bomb«(. «a sorte 
qu'il faudrait que la vitesse angulaire n fàt extrémenaent grande 
pour que cette déviation , due à la petite excentricité GF , devint 
seulement égale à un mètre. Cette conclusion , jointe à celle du n^ 4^9 
prouve que dans le tir de la bombe sphérique y sa non-homogénéité 
a très peu d'influence, en général, sur le mouvement de translation , 
quoiqu'elle puisse en avoir beaucoup, comme ou l'a vu plus haut, 
sur la rotation (de ce projectile^ 

(47). Appliquons actuellement le système des équations (i), (ù) y 
(3) , au tir de la carabine rayée en hélice. 

Dans ce cas , la trajectoire du centre de gravité G s'écarte cons- 
tamment fort peu de l'axe des Xy horizontal et compris dans feplan 
vertical ou ce point a été lancé primitivement. Les composantes 

^ et ^ àe j^ sont donc très petities par rapport à cette vitesse , 

pendant toute la durée du mouvement. Cest pourquoi nous néglige- 

rcrité ïéu^scàrrés. leurs produits, et les nroduits j -^et i -^. à] 



»o if- ." 



î«çQi»ds m^niJiras 



.* 
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équations (i)^ oii les termes dëpendànts dé < ^ né seront pas , dans 

notre exemple, d'un ordre de grandeur moindre que ceux qui en 
sont indépendants , ainsi qu'on le verra par la suite. De cette manière, 

on aura jj = ^j et les équations (i),et (3) se réduiront à 






Or, si Ton désigne par i la valeur initiale de ^) ou de la tangente 
de l'angle du tir, et par a la vitesse de projection du centre G, 

dx 

qu'on pourra aussi prendre pour la valeur initiale de -^ ; et si l'on 
fait, pour abréger. 



ë 



Hfêà" 



r^g'.à + g'-g'ii^ f^ty^t;, 



■ • 

on satisfera aux trois dernières de ces équations (f^), en. 



à s 



àx a X ^ àr dz «C , , . >. 

^ l + f^t ^^ ^^i Ti ^^ ^^^ dt l+fM ^ '^' 

^y^9 ^9 étant trois nouvelles variables qui devront être nulles pour 
f s»Oii 11 faudra que g^ et ^ soient àg» quantités du mètne ordre que by 

ais que la vitesse -^ démeure toujours très petite par rapport à -^,< 
On négligera le carré de ^ et le {produit «Ç, comme le carré de ^ 

2l6.. 



«> 
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•lie produit #.^. La constante * aéra la valeur de X qui répond à 
i = o ; le tir ayant lieu au-dessus du plan horizonUl , mené par le 
point G , celte constante sera une quantité positive } et Ton pourra 
la prendre pour l'angle du tir dont elle est la tangente , et faire 
sin & as & et co&b= x . 

Par la substitution de ces valeurs de^, ^, ^, dans Us équa- 
tions auxquelles elles doivent satisfaire., nous aurons 

'3r^T+^ 55 dt i+/»ai W A^^> 

^ -4- . ^'^ = ^_W — D^O, \ (l^) 



dw fuiw fi" 



dt I -^f»at 



pour les équations d'où Ton tirera les valeurs de Uf. t^, w, lorsque* 
celles deptÇf a, C, etc. , auront été déterminées au moyen des deux 
premières équations {n) , savoir : 






(4) 



auxquelles on joindra les équations (12) et les expressions de a^C, etc. ^ 
du n'" 25/ ^ ' 

La balle , en sortant de la carabine y est animëe d'une vitesse de 
rotation très l'apide^ autour du prolongement de Taxe de Farme^ 
c'est-à-dire autour d'un*^ diamètre qui s'ëcarte très pçu de la ligne de tir. 
Ce petit écart est dû généralement à des causes qui ont lieu tantôt 
ÔJàfxs un sens et taq0t dans un autre; son influence sur la justesse du 
tir, se détruit danS; les; résultats moyens d'ungraùd no^nbre d'épreuves ; 
Cr'est pourquoi nous en ferons abstraction > et nous, supposerons <|a'à 
l'origine dû mouvement, l'axe instantané GI ^ ou son prolongement^ 
coïncidait avec la direction de la vitesse du point 0« DepTus, pour ne 



r 
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pas reàdrê le cftlctil dès valeurs approchées àe pj q-j ^y 4 9 ^9 trop 
complique et presque impraticable ,011 supposera aussi-, comme dans 
le n^ 2'j y que cet axe GI s'écarte constatnmeut très peu de Tun des 
trois axes> principaux da projectile. Mais nous* considérerons succes- 
sivement le cas où cet axe principal, est Taxe de figure Gz, y et celui où 
il est l'axe Gy^ compris à l'origine du mouvement dans le plan vertical 
des ^ et jb : Texameii de ces detix cas« conduira à des conséquences très 
différentes,. et suffira pour donner une idée pr&^ise de rinflùence de 
la non-homogénéité d'un projectile sphériqiie, sur- sa rotation et par 
suite sur son mouvement de translation. Dans l'un et l'autre cas, 
nous supposerons, pour plus de simplicité, que la rotation initiale a 
lieu exactement autour de Taxe principal, ou autrement dit, nous 
ferons abstraction du petit écart qui pourra exister à Torigine du 
mouvement, tantôt dans un sens et tantôt dans un autre, entre 
Taxe Gz, ou l'axe G^^, et l'axe de rotation. 

• • • 

(48). Je suppose donc ,. en premier lieu, que Taxe instantané GI 
coïncidé, quand le. mouvement commence, avec l'axe de figure, et ' 
s'en écarte constamment très peu. La constante c sera une très grande 
vitesse angulaire qui aura pour valeur 

en désignant par 1 la même ligne q^e dans lè n^ 28. Les variables 
p et g seront zéro pour f i=ro, et demeureront' constamment très pe- 
tites par rapport à c. Cette constante étant positive , ce sera de la 
partie Gz^ de l'axe de figure que l'axe GI s'écartera constamment très 
peu; en sorte que langle IGz^^seira toujpurs très petit, et àspeJA près 

égal à 2 \/p* -4- V** ^ IWigine du mouvement , la droite GL sera 

perpendiculaire au pian des a: et z. Si la rotation initiale a lieu de la 
droite à la gauche de- l'observateur tourné vers Gx, langle LGjt , à 
cette époque, sera égal à 90^; il sera égal à 270^, si cette rotation a 
lieu de gauche à droite. Pour que Taxe de tigure coïncide au même 
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instant avM la dircjctien du tir , il est aisé de voir ifn'rl fiiiidra que 
la partie Oz^ de cet sœ fasse l'angle 90^ *f- b avec l'axe G^ , et que 
ce soit son prolongement qui tombe sni? la ligne de tir y dans le cas 
du premier sens de rotation y tandis qné dans le cas de Tantre sens y 
ce sera oette partie Gz^ m^e qni tombera sur la ligne de tir , en 
faisant l'angle 90? — b avec la verticale Gz. 

m 

Puisque les vitesses p et g sont y par hypodiése y constamment 
très petites 9 il suit des deox premières équations (11) y que les quan- 

titës ^ et ^ le seront aussi y ou y autrement dit, que les parties va* 

riables de 9 et 4 9 seront constamment de très petits angles. Nous ferons 
donc 9 à un instant quelconque , 

9 = 90^ =fc ô ^- y, 4 = i8o^ =p 90^ -h 4'y 



en prenant les signes supérieurs ou inférieurs y selon que la rotation 
initiale aura eu lieu de droite à gauche ou de gauche à droite y et 
désignant par ff et 4' des variables très petites, telles que Ton négli- 
gera les carrés et les produits de 0^, 4^ ^> ^^ ^^^ seront nulles pour 
i ^=s=^ o. D'après la troisième équation (n) , et en observant que 9 est 
zéro pour t= Oy on aura <p.= cty au bout d'un temps quelconque j 
et de ces valeurs de , 4 ^ 9 9 ^^ résultera (n^ 25) 



« = 


= d= (=F * - 


y) 


sin et =p 4^ ^* ^^ y 


€ = 


= =t (=F A - 


ff) 


COS et db 4' sin et y 


*' = 


= =F COS Ctf 




G =t sin cf, 


»" = 


= sia ctf 




C^ = COS et. 



De cette manière, les deux premières équations (2) et les équa- 
tions (14) deviendront 

j^ — p COS et -f* q sm <}* s= .0 ^ 
-^ -+- p sin et + q cos cf = o , 
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Par le procédé d'intégration du n^ 29 , on en déduit 

p ^^^ f\Jp*^^^ ci^fq 'wa et zh (b — Q sin ci\ 
2 sb /C/?^^"" ct—f^cos clz^jb — Q CO8 c<] 

OÙ Y on a mis Tu ni té au lieu dé i -t- tHy et fait^ pour abréger , 



/, 



>* 
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en supposant les intégrales indiquées^ nulles pour t=s o^ afin que;? , 

9 y ^9 4S ^îent aussi zéro pour cette valeur de t. . 

• • 

En observant qu^on a 



fcdt 



(i+féaty 



dcr y 



et aywA égMd àda valeur do 6 *<- Ç, on pomra éerire plus simple- 
ment les valeurs de p^ et q!^ sova la {opaa/^y . 

p^ s^^jsincr ^ ^ (cos 7 /cos cr.cdt -f- sin crj'sin a.çdt) , 
y^ = =fc ^ (i *— «08 o>M-^(«m<r/oo8 «-,«*— oosvfsitiv.cdf); 
ou bien encore tons celle-ci : 
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en faisant j pour abr^er, 



costr /(i - 


1- /^ûf)* oostrdSj H 


h sîiicr/(i - 


f* )U^/)» sin o'da' = 


= ;^/> 


sin (T f(i H 


h /tea/)* cos a-dtr - 


- coso- /(l H 


h iuaf)* sin o'd^ * 


= V/- 



Dans la pratique^ la constante /ost une très petite fraction y comme 
son. facteur § (^). D'après les données du xi^ 36^ on aurait ^ par 
exemple , 

/— (1.0017) f- 

Mais il a fallu la conserver dans le calcul ^ parce qu'elle passe au dé- 
nominateur des expressions dep' et ^^j ce qui la fait disparaître des 

valeurs de 6^ et 4^ et d'une partie de celles de "^ et ^. 

En vertu de la j^aleur de à—^ et 4^ formules jirécédentes , on 
aura finalement 

p __ fg et C08 T ■4> ç,) an et — (sin ^ — /? J cos et ] ^ j^i ^j^ ^^ 
g .^ // f (cosr^n g,) yoad ^ (8in.r ~./>^) rfn ci] fo^ni^^nt \ / i-x 

c— («+i.«<r . — /g ^oscr, J. (i5) 

ô =r 90^=fc *=fcg^'(i — COS.er— ^,), 
4 = 180^ =T= yo*" ± g[^ (sin (T — p,). 

A raison de la petitesse supposée de g^» les parties V et 4' des angles 

.et 4 > et à plus forte raison les rapporta ^ et ^, seront twâstatament 

de très petites fractions, donitaie notre analyse le suppose. 

Ces formules (iS), jointes aux équations r = c et f^^cty ren- 
j^ è la rotation dû mobile^ au degré d'ap- 
proximation ou Toa a'es^ arrêté.. Elles sontstmblables à celles que 
nous avons énoncées en. détail dans le n^ 36 y et auxquelles nous n'a- 
TOUS rien à ajouter. 



■?" 



(^ C'est par erreur qa'il a été dtt dans le n^ 99 ^e cette quantité n'était pat généralement 
très petite , afin de motiyerM conienrationl 
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(49). En substituant 9 dans les seconds membres des équations (i3), 
les yaleurs de p et g^ et celles de ety C^ etc. , on négligera le carré de^ 
et le produit de b et/g*. D'après les formules (i5), on aura alors 

qet — p€ =0, 
Par conséquent, la première équation (i3) se réduira à 

du ^uau 

dt i 4- fêat ' 

et la variable li devant être zéro pour f = o, on en conclura h — q 
pour toutes les valeurs de t. La variable a: devant aussi être nulle au 
point de départ du mobile ; il en résultera 

dx o ' 1 / \ 

Tt=TT^ ' «a: = - log (i -». ^t)-, 

en sorte que les valeurs approchées de x et -^ , auxquelles nous nous 

arrêtons , seront indépendantes de la rotation et de l'excentricité du 
projectile. 

En même temps, les deux dernières équations (i3) deviendront 

*> . f**» ■ i^fagfr' (co8 »• + y3 /Jaqfg' 

dt i-^fÊOt = (t+fuuy ^ I +^i > 

dt^^ i +fuit (i + fMty ' 

En intëgraot , on aara 



t'i^g' 



J (1 + fcat)* ^ 1 +fuû* 



1 + fUll 

les intégrales indiquées commençant ktsxso, afin qu'on ait v s o et 
w == ô , pour cette valeur de ir. 

a? 
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A a moyen de ces expressions ^ de i^etw^ nous aurons 

^ _. -j^ V^^fg' f C08 «r + g) cdl idacf^i 

di . i +Mat J (i + fiaty T i + fuit^ 

dz _^^ a^ t^tlafg' /^ (s'my — p^) cdl 

dt """ I + uai 1 + fUil J (i + ^0* 

On a immédiatement 



• . f 



en intégrant par partie , on a aussi 



/ (cOScr + yj log (l 4- 0Ult) Cdt 
(l 4-^/)» ' 

/ (sin 9- -*■ /?J log (i -f fuit) cdt ^ 



(I + fuiiy ^ 



on dëduira donc des formules précédentes y 



Aco» «• + gj los (I + f ^) cdr i 

J {i+fuuy J 

« = i (* -t- g^) log (1 -t- ^af) -f- ^ [l -(1 -H ^«f)*j 

/ (sin r --/>J log ( I + /«gp cd!n 
(I +^o« J- 

Ces expressions des coordonnées J" etz,en fonctions de t, jointes 



r 
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la valeur précédente de Xy feront connaître la position du point 6 à 
chaque instant. Toutefois , pour chaque valeur donnée de /, les in- 
tégrales qu'elles renferment ne pourront se calculer que par la mé- 
thode des quadratures y ou par la réduction en séries convergentes , 
comme dans le n^ 34* Mais si Ton compare les termes dépendants 
de €^ dans les formules (R) du n^ 3i , à ceux qui leur correspondent 
ians les formules qu'on vient de trouver, on voit que leur différence 
^sentielle consiste en ce que les termes des premières ont le facteur 
commun a y au lieu du facteur beaucoup plus petit cl y dont les 
termes des dernières sont affectés ; ce qui montre que dans le cas dont 
aous nous occupons^ Finfluence de la non-homogénéité de la balle 
sur son mouvement de translation , et par conséquent sur la justesse 
du tir de la carabine, est beaucoup plus faible et peut être négligée 
relativement à l'influence de la non-^sphéricité de ce projectile. 

(5o). Le second cas du tir de la carabine que nous voulons encore 
considérer, est celui oii Taxe instantané GI ou son prolongement, 
i'ècarte constamment très peu du rayon Gy^^ et coïncide exactement 
ivec celui-ci à Forigine du mouvement. Pour cela , il faudra que la 
constante c soit zéro, que la valeur initiale de p le soit aussi , et que 
e rapport de p k q demeure constamment une très petite fraction. 
Su vertu de c = o et de la seconde équation (i), la valeur de 

p- sera toujours très petite, ou autrement dit, on aura, à un instant 

quelconque , 

en désignant par — 7 la valeur initiale de ^ , et par eo une variable 
constamment très petite et nulle pour f = o. 

On veut en outre qu'à l'origine du mouvement, l'axe instantané 61 
ou son prolongement, coïncide avec la direction de la vitesse a du 
point G; ce qui exige que le demi-axe Gj^,, situé alors au-dessus du 
plan horizontal des x et y ^ coïncide avec cette direction, et fasse, 
en conséquence, l'angle 90^ — i avec Taxe Gz. Gomme on a 9 = 
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pour t:=^Qj et, à un instant quejconque, 

cosyfyz = 6" = sin ô cos 9 , 

il s'ensuit que b sera la valeur initiale de ; le demi-^xe Gz^ sera 
donc situe à Torigine du mouvement y au-dessus du plan des x et y^ 
et le centre F de la sphère au-dessus ou au-dessous du plan horizon- 
tal ^ selon que la fraction t sera positive ou négative (n"" 38). Le demi- 
axe Gjp, coïncidant à cette époque avec la droite GL , dirigée vers le 
nceud ascendant L sur le plan des a: et^*, de la section du corps per- 
pendiculaire à Oz, y la rotation autour de Gy^ aura lieu de Gx^ vers 
Qjf/^ la valeur initiale de g sera donc négative (n^ 2),. et la confr- 
t^nte y positive : la valeur de y sera oomme celle de c^ qu'on a citée 
plus haut, 



2wa 

l 



.Elnfin , quand le mouvement commence , GL ou Gx, étant per- 
pendiculaire à Gx y l'angle 4 <>u LGo: , sera égal à 90® ou à 270^ , 
comme dans le cas du n^ 4^ , selon que la rotation initiale se fera de 
droite à gauche ou de gauche à droite. 

Pour t ^ Oy nous aurons donc 

û> = o, p = o, <p = o, fl = ô, 4= 180^ ^ 9^"" 1 

ce qui servira à déterminer les constantes arbitraires dans les inté- 
grales des cinq équations (2) et (i4) du mouvement de rotation. 

(5i). En négligeant tout-à-fait p et (»y dans les équations (2), et 
y faisant c = o ^ elles deviendront 

ysin(p=j^, sind^ssycos^», f = co8Ô^. (i6) 

Je les multiplie toutes trois memnre à membre, puis je supprime 
les facteurs communs ^ il vient 
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sîn 9 sin ô ^ = cos ^ ces ô jj, 



ou y ce qui est la même chose , 



çpsf ^ smÔ ^^^ 

ëquation dont l'int^ale est 

cos 9 sin d = sin b y 

9 

en observant qu'on a à la fois ^ =s o et 9=6. 

En multipliant membre à membre les deux dernières équations 
(i6) seulement 9 nous aurons 

sin 9 ^ => cos 9 cos 9 ; 

et comme l'équation précédente donne 



tang9 = 



il en résultera 



ydt 



svjPib dp 



cos p |/co8* b — «in* p 



En intégrant par les règles ordinaires , de manière qu'on ait f = o 
pour f s= o 9 on trouve 

yf = - ^ — arc (tang = - — . , . ^ -). 
On aura enfin 

^ cos9 t^ca8>6 — sin*f ' 

et^ par conséquent ^ 
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Ces formules donnent les valeurs det^Q^ 4 9 ^^ fonctions de 9; on 
en déduit réciproquement , 

CO8 b sin yl sin b 

sm<p = — ;^^ , cos tp = -^ , 

• .1 sinicosyl • _ siny* \ ^in^ 

sm4 = ='= Â~^^ ^^^T = ^"X^> ( ^ '^ 

sin d = A , cos d = cos b cos ^t , 
en faisant , pour abréger , 

V/sin^ yf H- sin' b cos' yf c= A , 

et considérant A comme une quantité positive. Dans les expressions 
de sin 4 et cos4> comme dans la double valeur de 4 dont elles sont 
déduites 9 les signes supérieurs se rapportent au cas où la rotation 
initiale a lieu de droite à gauche^ et les signes inférieurs au cas où 
elle se fait de gauche à droite. 

Ces formules (17) feront connaître , en fonctions de t^ les parties des 
valeurs de (p , 4 ? ^ ^ indépendantes de f ^ et par conséquent à chaque 
instant^ dans le cas de f=o, les directions des trois axes Qx,, Gf^, 
Gz^y OU la position du mobile autour du point G. On en conclut 
que les axes Gx^ et Gz^ y fixes dans l'intérieur de ce corps ^ et la droite 
.GL y font alors des oscillations isochrones , savoir : Gx^ dans la section 
du mobile perpendiculaire à Gz^^ de part et d'autre de GL, et d'une 
amplitude égale à 90^ — &; cette droite GL , dans le plan horizontal^ de 
part et d'autre de sa direction initiale sur ce plan ^ et dont l'amplitude 
est de 90^; Gz, autour de la verticale Gzy non copiprises dans un 
même plan y et ayant pour amplitude son écart initial b de cette 
droite. *Iia durée de chaque oscillation entière est la même pour ces 

trois sortes de mouvements, et égale à — ou à - ; ce qui serait à peu 

près un soixantième de seconde dans Texemple^du n^ 36. 

Puisque les équations (16) ont été déduites des formules (2), en y 
supposant nuU^les vitesses p et ry et la vitesse g constante, il s'en- 
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suit qu'elles appartiennent au mouvement de rotation uniforme au- 
tour d'un axe fixe. Un tel mouvement peut donc se décomposer 
dans les trois mouvements simultané d'oscillations qu'on vient de 
décrire; et réciproquement trois semblables mouvements se résolvent 
toujours en un simple mouvement de rotation , dont l'axe et la vitesse 
sont invariables; ce qu'on peut regarder comme un théorème relatif 
aux lois du mouvement d'un corps solide , indépendantes de sa forme 
et des forces qui le sollicitent. Les formules (2) , sur lesquelles on 
s'est appuyé^ ne supposent aucune forme particulière au mobile , et 
n'exigent pas non plus que les trois droites Gj:,, Gy,, Gz,, rectan- 
gulaires et fixes dans*son intérieur, soient des axes principaux. 

(52). Pour déterminer actuellement les déplacements de l'axe ins- 
tantané GI, dans l'intérieur du mobile , qui sont produits par la ré- * 
sistance de l'air ^ il faut recourir aux équations (14)9 dans lesquelles 
on fera c = o et ^ = — y ^ (0 ^ et l'on substituera les valeurs de 
A y €y a" y €'j résultantes des formules (17) , et de celles du n^ 25; les- 
quelles valeurs seront simplement, 



et = =F smbsinyty £ = db cos 
(t" = cos b sin ytj G' = sin ô; 



au moyen de quoi les équations dont il s'agit deviendront 



* _ 

dt ~ 

d^ _ 

dt ~ 



5i^'(c08 5 di Ç sin 6) 

2/(1 4.^0* ^ 
Si$ui{sïa & qi Ç cos b) Anyt 



(18) 



La valeur de p qu'on en déduira s'exprimera sous forme finie en 
fonction de f ; celle de câ ne pourra se calculer que par les quadratures 
ou par la réduction en série convergente; mais les quantités b et pétant 
supposées de très petites fractions , il s'ensuit que la quantité â» 
pourra être négligée par rapport k p j dans la détermination de l'axe 
GI sur le plan des demi-axes Gx, et Gy^. On pourra aussi dans la 
première des deux formules précédentes y réduire à l'unité le facteur 
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eosbdtt^sinb^ ta intégrant ensaite de manière qu'où ait p 
quand f == o , et en ayant ëgard à la valeur de )< , on aura 



^ -- -L. *•*' 

y 



su / I \ 



Notre analyse suppose que le rapport ^ soit une très petite fraction^ 
le rapport A^ dans le tir de la carabine^ est un nombre considéra- 
ble yégal, par exemple, à environ 3oo dans le cas du n" 36 j pour que 
l'expression de ^ que nous obtenons , soit admissible pendant toute la 

durëe du mouvement, il faudra donc que f , ou le rapport de Fexcentri- 
cite FG de la balle à son rayon , soit une fraction extrêmement petite. 

Lorsque le faôteur -^i s^:7si effectivement une très petite fraction , 
cette valeur de - aura lieu pendant toute la durëe du trajet de la 

balle, et en consëquence, Taxe de rotation GI s'approchera de plus 
en plus d'une position fixe , pour laquelle on aurait 

cos 10 or, = =fe r^ , 

mais quil lie Saurait atteindre pendant cette duïée. Quand, au 
contraire , le facteur A ne sera pas une petite fraction , la valeur 

de ^ ne pourra être employée qu^au commencement du mouvement, 
ou pour de petites valeurs de t. Au-delà de ces valeurs, l'expres- 
sion de ^ ne nous sera pas connue : Taxe instantané pourra faire de 

grandes oscillations de part et d'autre de G^,, ou même dea révo- 
lutions entières autour du point G, en restant toujeurs dans le plan 
de Gx, et G^^, à canse de r=^ c=s o par hypothèse. 

En adoptant les valeurs de ^ ou — 7 -t- a) , et de ;? , données par 
les équations (^8), et les substituant dans les équations (2), on dé- 
duira 'ensuite de celles-ci > les parties dès angles f > 4 9 ^9 ^^^ dépen- 
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dent de la première puissance de t , au moyen de œlles qui en sont 
indépendantes , et qu'on a déterminées dans le numéro précédent. De 
cette manière^ on connaîtra l'influence de la non-homogénéité de la 
balle, sur les directions à chaque instant de ses axes principaux Gor^, 
GXn ^^r Mais ces parties de ^, a|., Ô, seraient exprimées en fonc- 
tions de ty par des intégrales compliquées , et que nous supprimons ici 
parce que leur réduction en nombres , par la méthode des quadra- 
tures , n'aurait aucune utilité dans la pratique. 

(53). Il ne nous reste plus qu'à déterminer les parties des coor- 
données Xyj^jZy du point G, qui dépendent de §. 

Puisqu'au degré d'approximation que notre analyse suppose , on 
doit négliger dans les seconds membres des équations (i3), les 
termes qui auraient f pour facteur , il ^'ensuit qu'elles se réduiront à 

du ^ftau ftayléi 



dt x^fuit t+ftal^ 

• dif fUiif ^__ fiOyltt' 

dt !+/»£!/-""' i-f*^^' 

• dw /»a^ fUiyW 

dt "^ T+~f^t i4-^< • 

en observant toTUefois que. les conséquences qui s'en ^déduiront , ne 

conviendront qu'aux' valeurs de t on de t qui rendront le rapport ^, 

une très petite fraction . 

D'après les formules (17) , on aura d'ailleurs (n** ii5), 

* = qp sinbsïnyty *' = :^ cps^f, «" = cosJsiny*. 

En .intégrant les équations précédentes, et observant quer^, ^^ w^ 
doivent être zéro pour t = o , on trouve 

^ ^ i+fûît > 

^ . . A*fl /(i — cos>0 

I +tiat ' 

oii Ton a mis b et l'unité à la place de sini^ et cos&. 

a8 



u 



»•• 
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Je substitue ces valeurs dans celles de ^y , ^ , ^ , du n® 4? • En 

intégrant ensuite et désignant par S'Xy Sy-y Sz^ les parties de coor- 
données X y y y z, du centre de gravité G de la balle, qui dépendent 
de g , c'est-à-dire les déviations horizontales et verticales de ce point , 
dues à la non-homogénéité du projectile, on aura 

JV = ± ^^* r [(i ^■/M'Oycosy^ — ^!>iny<— y] , 

•y J (i+|»al)' » 

Jj œ ^ A*«Zf fJ^^L.^dt, 

Sz = ^^/. rf-l:^?:^ du 

D'après la valeur de > , on a 

^ = ^^ 

y 2«r' 

« 

, quantité très petite en général , et à peine égale à o,oo5 , dans 
l'exemple du n^ 36. Il en résulte que par lé procédé de l'intégration 
par partie, on pourra réduire ces expressions de ^x^ 3y^ S'Zy en se- 

lies très -cotiTërgentes, ordonnées suivant les puissances de ^. En s'ar- 

rétant au premier- terme de chacune de ces séries^ nous aurons 






y (I 4-^0 ' 

Cette valeur de la déviation Jy, perpendiculaire au plan de projec- 
tion de la balle , ne pourra être qu'une petite fraction de l'excentri- 
cité 9/ ou GF, toujours moindre que —, ou qu'un centième dans 

l'exemple du n^ 36. Le premier terme de Jz pourra, au contraire, 
approcher beaucoup de f2, ou même surpasser cette petite fraction du 
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rayon. En prenant , comme dans l'exemple cite, environ 2,5 pour la 
valeur de i -f- /u^at à la distance de 25o mètres du point de départ du 
projectile, ce terme deviendrait à peu près égal à s/; en sorte qua 
cette distance, et abstraction faite du second terme de la valeur 
de (Tz , le centre de gravité G, au lieu d'être retombé sur le plan 
horizontal mené par son point de départ , ainsi que cela aurait lieu 
si la balle était homogène, se trouverait à une hauteur FG au-des- 
sus ou du-dessous de ce plan : au-dessus , si la fraction e est né- 
gative; au-dessous, si elle est positive; c'est-à-dire au-dessus ou au- 
dessous, selon que le point F est en avant ou en arrière du point G. 
C'est là Teffet le plus sensible de la non-homogénéité de la balle, que 
nous puissions déterminer dans le tir de la carabine. A raison du 
facteur 6, la déviation ^x, à chaque instant, sera beaucoup moindre 
que la déviation ^z correspondante. 



18. « 
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ADDITION 

Au § III du Mémoire précédent. 



Pour calculer les intégrales U et V, comprises dans les formules 
(R) du n^ 3i de ce Mémoire, on les a développées dans le n® 34 9 
suivant les puissances d'une constante désignée par p; et pour que 
les séries que Fou a obtenues de cette manière soient convergentes , 
au moins dans leurs premiers termes , et puissent servir à ce calcul , 
il est nécessaire que p soit une petite fraction , ainsi que cela a lieu 
dans l'exemple du n^ 36. Mais sans que la valeur de p soit très pe- 
tite , il suffit que celle du produit de p et de la variable \ le soit pen- 
dant toute la durée du mouvement, pour qu'on puisse développer 
d'une autre manière U et V en séries convergentes , qui se trouveront 
ordonnées suivant les puissances de pA^ , et renfermeront en outre des 
fonctions de A^, sinA^, cosA^, dont les valeurs seront limitées et 
ne sauraient empêcher la convergence. C'est ce que nous allons faire 
voir dans cette Addition. 

Pour plus de commodité, j'emploierai la lettre A au lieu de A^. 
D'après les valeurs de cette quantité A^ et de p (n^ 29 et 34)^ on aura 

A = -r— r Tv « 1 -+- ,uat = :• 

A cause âje ^ = i ^ et des expressions de A, et A^ (n^ 34) , on aura 
donc 
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en mettant sous les signes /, la yaleor prëcëdente de i -^ /ucat^ puis 
la lettre d au lieu de A. Par Tintëgration par partie , on a d ailleurs 

/•^ cos $dO CO8 A I |_ I /^ sin OdO 

0(1 —t^T 'p(i — PA) p jJoT^^ 
/•x sin 9à0 »in A i /** coBOdB ^ 

par conséquent ^ les formules précédentes se changeront en celles-ci : 

d^où Ton tire 

^/cosA-(4-.A,/)sinA = -.^-^— ^.l'p, 
Ai/sin A H- (4 — Aa/) cos A = 4 H- g' -H ^ Q , 

où l'on a fait y pour abréger^ 

cos A H- p sin A _y^ — L-_J p^ 

«• N ^ r^cosCÔ — A)dl9 ^ 

smA — pcosA— y^ ;„,, =Q. 

Au moyen de ces formules , et à cause de 

l0g(lH-;u«) = -lbg(,-f.), ^ = r^„ 

les expressions de U et V du n^ 3i , multipliées par /jm , devien- 
dront 



J 
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les intégrales relatives à A commençant à A = o. 

Celles que P et Q contiennent ne peuvent pas s'obtenir sous forme 
finie; mais pA ëtant , par hypothèse, une petite fraction, et ces inté- 
grales ayant ô= o et ô = A pour limites, on pourra développer 
sous les signes/, en séries. convergentes, coordonnées suivant les puis- 
sances de pd ; et comme les quantités P et Q se trouvent multipliées , 
dans les formules précédentes, par log(i — pA) et pc/A, il suffira, si 
Ton borne Tàpproximation , par exemple, à la quatrième puissance de 
pA inclusivement, de s'arrêter, dans ses développements, au carré 
de pd. Alors , on aura 

P = casA-f-psinA — ^^i -4- pô-hp^ô') ^^^ (fl — A)r/Ô 

== I -+- pA -H p^A^ — ifl^u , 
Q = sin A — p cos A — /^(i -4- pfl -H p*9*) cos (6 — A) S 

= — p — 2p*AV; 



les lettres u ^t ^ désignant des fonctioùà de A, savoir : 

M = j; (i — COS a) , i^ = ^ (a — sin A), 

dont les valeurs ne deviendront jamais très grandes. Avant de subs- 
tituer ces valeurs de P et Q dans les formules précédentes, où elles 
seront multipliées par log (i — pA) et pr/A , on y pourra remplacer 

I -4- pA -f- p*A' par -1^. De cette manière, on atfra ^^abcurd 

^o=f[i.g(.-fA)/!^- /"°'"-;'^'-^ 3, . 



-y 
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En négligeant tonjoars la quatrième pqissanoe de /oA, on pourra 
mettre dans les quantités comprises entre les crochets, Tunitë et 
— pA à la place de i — pA et log (i — pA) ; et en ayant égard aux valeurs 
àe u et i^j il en résultera 



^U=-'-^^-gA--I-^.C0SA), 



«V c:^ ^ l0gV(ï -+- A*«0 - ^ (^ ~ si" ^ - |> 



Je. substitue maintenant. ces yaleurs dans les àpnn dernières équa- 
tions (R) du n^ 3x jeu supprims^nt les termes de leurs secopds mem- 
bres , qui dépendent de U' et V , il vient 



^ [i -H î « log (i -*- f*at)] log (t ■+■ /Mit) 



(0 



Cette valeur de ^exprimera à chaque instarït la déviation horizon- 
tale de la balle , due à sa non-sphéricité, et à sa rotation provenant 
des hélices tracées dans Tintérieur de Tarme ^ elle est, comme on voit, 
indépendante de Tangle du tir. Suivant qu'elle sera positive ou né- 
gative , elle aura lieu à gauche ou à droite du plan de. projection , et 
Von y devra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur , selon 
que la partie supérieure de la balle tournera de la gauche à la droite 
ou de la droite à la gauche du soldat. Il est facile de A^oir que la 
quantité comprise entre les parenthèses sera toujours positive ; et 
comme la fraction i est positive pour la balle allongée , négative pour 
la balle aplatie, il s'ensuit que^ dans la supposition qu'on a faite 
d'une très petite valeur de pA, la balle allongée déviera à droite et la 
bàlle aplatie à gauche , quand la rotation se fera de gauche à droite* 
et vice versâ^ lorsqu'elle aura lieu de droite à gauche. 
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Le temps /', au bout duquel la balle sera parvenue à uoé distance 
données, de son point de départ ^ sera toujours détermine par Té- 
quation (S) du n** Sa , savoir : 

I -f- (jLail = e^\\ -4- 2f (i — fim — ^^'^)] ; 

et ne dépendra pas , par conséquent , de l'angle du tir. Si Ton veut 
que <rs soit la ;w/t^e horizontale^ c'est-à-dire la distance à laquelle la 
balle retombera sur le plan horizontal de son point de départ^ et 
si l'on désigne alors par € l'angle du tir qui devra avoir lieu , de 
sorte qu'on ait z ==o pour f = f^ et 4 = ^, il en résultera 

€ 1^1 -♦- î 5 log (i -f- fAal!))^ log (i -+- fjMi!) 

équation qui servira à déterminer é au moyen de la valeur de <^, 
déduite de Téquation précédente^ et où Fou désigne par ^ la valeur 
correspondante de A. 

Lorsque l'on tirera sous un angle h^ différent de ^, et tel que Ton 
ait * = €-+-&', si Ton représente par y' et z' les valeurs de^et z.^ 
on aura, d'après les formules (i)?et .Féquation précédente, 

y = =F^(-A^-x.-HcosA'V • ) 

^^ = '-[i+^log(i-^^6r0]log(i^^«0. ) 

Les coordonnées horizontale et verticale y' et z!.^ seront celles. du 
point 011 le centre de la balle viendra frapper le plan de la cible , 
placé à la distance ^ , vertical et perpendiculaire au plan de projec- 
tion. Elles auront pour origine le centre de la cible, c'est-à-dire le 
point de son plan vers lequel le soldat vise à chaque coup. Toutefois, 
on ne doit pas perdre de vue qu'à cause de l'omission des termes qui 
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dëpendcaient des . intégrales U^ et Y^, les formules précédentes ré* 
pofidefit à la position moyenne du centre de la balle sur la* cible, 
dans 'un très grand nombre de coups , et qu'elles peuvent même se 
trouver en défaut qnand il existe y dans la construction de Tarme , 
qmelque^cause constante qui influe sur les déviations du jH'ojectile. 
En effet 9 (les valeurs de ces intégrales résultent à chaque coup, ainsi 
qu'on l'a >^pliqné dans le Mémoire , de circonstances ^accidentelles 
dont les 'effelt se. compensent et disparaissent -généralement dans les 
résultats moyens d'une limgue séries d'épreuves, aussi semblables qu'il 
est possible* Ainsi ^ ^en tirant un très grand nombre de coups sous 
l'angle £ déterminé par réquation (2) , on trouvera que la moyenne 

« 

des coordonnées verticales z , positives ou négatives , approchera de 
plus en plus. d'être égale :à zéro^ et finira par n?en plus différer sen- 
siblement. £n tirant sous un antre, angle C-^lf, on trouvera de 
même que IWdonnée moyenne ^ conclue d'un grand nombre d'é- 
preuves 9 di£Gérera .très peu de la valeur de z'^ donnée par la seconde 
foraaule /(3) ; tet, qnetl que soit l'angle du tir ^ /on vérifieraen même 
temps que la moyenne des abscisses horizontales^, mesurées dans 
un très grand nombre de coups et en ayant égard à leurs signes , 
approchera aussi de plus en plus^ de la valeur positive ou négative de 
y y calculée au moyen de la première formule (2). Mais il n'en sera 
plus de même dans le cas de quelque cause constante^ lorsque ^ par 
exemple, l'axe des hélices; tracées dans l'intérieur de l'arme^ ne coïn- 
cidera pas exactement avec l'axe du canon : alors les moyennes des 
abscisses horizontales et des ordonnées verticales tendront bien 
toujours vers des valeurs constantes, dont elles ne différeront plus 
sensiblement après une longue série d'épreuves ; mais la moyenne des 
abscisses ne sera plus égale à y^ et celles des ordonnées ne sera 
plus zéro ou égale à z^ : il pourra même arriver que les moyennes ob- 
servées aient des signes contraires à ceux de y et zf. 

Quand il n'existera , indépendamment de la non-sphéricité et de la 
rotation du projectile, aucune autre cause constante qui tende à élever 
ou à abaisser les coups au-dessus ou au-dessous du plan horizontal 

^9 
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mené par le point de départ de la balle , l'angle du tir, déterminé par 
î'ëquation (i), lorsque le produit pA sera une petite fraction pendant 
toute la durée du mouvemenl , comme on le suppose dans cette Ad-- 
ditiorij ou bien par l'équation (T) du n^ 34 y lorsque ce sera la quan- 
tité p qui aura une très petite valeur , ainsi qu'on le supposait dans 
ce numéro; cet angle, disons-nous, sera le plus avantageux, c'est-* 
à-dire Fangle sous lequel il faudra tirer pour atteindre la cible placée 
à la distance donnée ^^ le plus grand nombre de fois dans une 
longue série d'épreuves. C'est , en effet , ce qui s'est vérifié dans 
l'exemple du n^ 36. Par un très grand nombre d'essais faits avec des 
balles allongées, on avait trouvé que la chance de toucher une cible 
à la distance de i5o mètres , et avec une vitesse initiale de 384 ™^^ 
très par seconde, était la plus grande en tirant sous l'angle de 62^30^'; 
et , d'après ces mêmes données , cet angle , calculé au moyen de l'é- 
quation (T), a été trouvé de 6o^ 25^'; la petite différence, d'à peu 
près 2^ entre le calcul et l'expérience , peut être attribuée en partie 
aux erreurs des observations , et en partie au degré d'approximation 
où l'on s'est arrêté dans cette équation. 



PIN. 



ERRATA. 



Page 12 1 ligue 8, au lieu de cosA, lisez cos», et au lieu de cos », lisez cos a 
iSy ligne 3> ok /leu ^Si Ton suppose > lisez Puisque Ton suppose 
io8^ ligne 8 en remontant , au lieu de (lo) , lisez (i3) 
lia, ligne i'% au lieu de ^j lisez ^ 
Ibid, y ligne 5 y en remontant , au lieu de vers la droite , lisez vers la droite GL 

129, ligne 9i au lieu de m — ^ lisez m — ^mg^et divisez par dt les premiers 

membres des trois dernières équations (A) 
i32^ ligne 2 en remontant, au lieu de t, lisez %l 
i36, ligne 6 en remontant, au lieu de fc» + A,*H-V = i , A'" + A/>+ V=if 

^••+ fc/» 4. */• — I , lisez h* + h'^ + A'* = I , *,• + A/> + h;^ = I , 

169, ligne i4i mettez =0 à la fin de réquation 
'79> lîgnc i4> AU lieu de (36), /i>«x (37} 



